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PROLOGO 


En el presente libro, los problemas y ejercicios de análisis 
matemático se han escogido de acuerdo con el programa máximo 
del curso general de matemáticas superiores que se estudia en los 
centros de enseñanza técnica superior. Contiene más de 3000 
problemas sistematizados en capítulos (I—X) y abarca la totali- 
dad de las partes que constituyen el curso de matemáticas superiores 
de los mencionados centros de enseñanza (excepto la geometría 
analítica). Se ha prestado especial atención a lag partes que, por 
ser más importantes, requieren una mayor práctica (determinación 
de límites, técnica de diferenciación, construcción de las gráficas 
de las funciones, técnica de integración, aplicación de las inte- 
grales definidas, series y resolución de ecuaciones diferenciales). 

Teniendo en cuenta que en algunos centros de enseñanza 
superior se explican capítulos suplementarios al curso de mate- 
máticas, los autores han incluido problemas de teoría de los campos, 
del método de Fourier y de cálculos aproximados. La práctica 
pedagógica demuestra que el número de problemas que se ofrecen, 
no sólo es más que suficiente para cubrir las necesidades de los 
estudiantes para reforzar prácticamente el conocimiento de los 
capítulos correspondientes, sino que también da al profesor la 
posibilidad de hacer una selección variada de log problemas dentro 
de los límites de cada capítulo y de elegir los necesarios para 
las tareas de resumen y los trabajos de control, 

Al principio de cada capitulo se da una breve introducción 
teórica y las definiciones y fórmulas más importantes relativas 
a la -parte correspondiente del curso. Al mismo tiempo se ofrecen 
ejemplos de resolución de los problemas típicos más interesantes. 


6 Prólogo 


Con ello creemos haber facilitado a los ostudiantes el empleo de 
este manual de problemas al realizar sus trabajos individuales. 

Se dan las soluciones de todos los problemas de cálculo. En 
las soluciones de aquellos problemas que van marcados con un 
astorisco (+), o con dos (+=), se incluyen breves indicaciones para 
su resolución o resoluciones. Parte de los problemas se ilustran 
con figuras para hacerlos más comprensibles. 

Este manual de problemas es el resultado de largos años de 
enseñanza de la disciplina, por parte do los autores, en los centros 
de enseñanza técnica de la Unión Soviética. En él, además de 
problemas y ejercicios originales, se han recogido numerosos 
problemas cuyo conocimiento es general. 


Capitulo I 
INTRODUCCION AL ANALISIS 


$ 1. Concepto de funcion 


17. Números reales. Los números racionalcos e irracionales se 
denominan números reales. Por valor absoluto de un número real a se entien- 
de un número no negativo |a |, determinado por las condicionos: |a]|=a, 
siaz0yla|]=—ae, si 1<0. Para dos números reales cualesquiera a y b 
so verifica la desigualdad 


lab] <la1+101. 


2% Definición de la función. Sia cáda uno do los valores *) 
que puede tomar una magnitud variable x, perteneciente a un determinado 
conjunto Z, corresponde un valor único, finito y determinado de la mag- 
nitud y, esta magnitud y recibe el nombre de función (uniformo) de x, 
o de variable dependiente determinada on el conjunto E; x se llama argumento 
o variable independiente. El hecho de que y sea función de x= se expresa 
abreviadamento por medio de las notaciones: y=f (2) o y =P (1), ete. 

Si a cada uno de los valores que pueda tomar zx, pertencciente a un 
doterminado conjunto £, corresponden uno o varios valores de la magnitud 
variablo y, esta ruagnitud y se llama función multiforme de z=, determinada 
en el conjunto E. En lo Suecosivo, con la palabra «función» designaremos 
únicamente las funciones uniformes, siempre que de forma explícita no 
se prevenga lo contrario. 

3% Campo de existencia de la función. El conjunto de 
valores de x, que determinan la función dada, so lama campo de existencia 
o campo de definición de la función. 

En los casos más elementales, el campo de existencia de las funciones 
representa: o un segmento [a, b), os decir, un conjunto de números reales zx, 
que satisfacen a las desigualdades a <x<b; o un intervalo (a, b), es decir, 
un conjunto de númoros reales -, que satisfacen a las desigualdades a <x <b. 
Pero la estructura del campo de existencia de las funciones puede ser aún 
más compleja (véase, por 0j., el problema 21). 


Ejemplo 4. Determinar el campo de existencia de la función 


4 
EVA 


Solución. La función estará dofinida si 
z2—1>0, 


es decir, si |z/|>>1. De esta forma, el campo de existencia de la función 
representa un conjunto de dos intervalos: —-o<x<—1 y 1i<zr< +00, 


*) En adelanto, todos los valores de las magnitudes que se oxaminen se 
supondrán reales, siempre que de manera explícita no se indique lo contrario. 
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4%, Funciones invorsas. Si la ecuación y =f (1) admite solución 
única respecto a la variablo z, es decir, si existe una función z=fg (y) 
tal, que y =f[g (y)], la función z=g (y), o siguiendo las notaciones usuales 
y=g(x), se llama inversa con relación a y=f(z). Es evidente que g [f (2)] = 
= zx, es decir, que las funciones f(x) y g(x) son recíprocamente inversas, 

En el caso general, la ecuación y==f(x) determinará una función mul- 
tiforme inversa 2=f"1 (y) tal, que y =7(f71 (y)) para todas las y, que sean 
valores de la función f(z). 

Ejemplo 2. Determinar la inversa de la función 


=1—2-=, (1) 
Solución. Resolviendo la ecuación (1) respecto a z, tendremos: 
2*=1—y 
y 
_ Ji l—p*) 
o lg 2 j (2 


Es ovidente que el campo de definición de la función (2) será: 
—omo<y<li. 


5% Funciones compuestas 0 Ar A La función y de 
z, dada por una cadena de igualdades y=f (u), donde u= q (2), etc., se llama 
compuesta O función de función. 
La función dada por una ecuación que no está resuelta con respecto 
a la variable dependiente, recibo el mombro de implícita. Por ejemplo, 
la ocuación 234 y* =1 determina a y como función implícita de z. 
. Representación gráfica de las funciones. El con- 
junto de puatos (z, y) de un plano XOY, cuyas coordenadas estén relacionadas 
entre sí por la ecuación y=f(x), se denomina gráfica de dicha función. 


1**. Demostrar, que si a y b son números reales 
la] —[bll<Ja—=b|<[a]+]|b1. 
2. Demostrar las siguientes igualdades: 
a) lab[=]2/1b 0) |5j= 5 (00); 


b) | a |?=a?; d) Va?=]a]. 
3. Resolver las inecuaciones: 
a) | =—1j<3; ce) |2r+1]|<1; 
b) [+1] >2; — d) [z—1|<|zx-+11. 


4. Hallar f(—1), 1(0), F(0), F(2), F(8) y F(4), si f(x) =="— 
— 62? + 11r—6. 


5. Hallar /(0), t(-2). F(—a), (+). 7a* si f(1)= 
=YV1+ 322. 


a 
b 


%) lg z =1l0gyo =, como siempre, designa el logaritmo decimal del número z. 
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6. Sea f(2)=arccos (lg 2). Hallar f (75), f(1) y $(10). 
7. La función pla) es lineal. Hallar dicha función, si 


HK=1=2 y 1(1)= 
8. Flallar la (unción entera y racional de segundo grado f(x), 


si 1021, (10 y £(8)= 
. Se sabe que, f (4) = y y f(5)=6. Hallar el valor apro- 
dad de f(4, 3), considerando que la función f(x), en el seg- 
mento 4<x<5, es lineal (interpolación lineal de funciones). 
* 10, Escribir una sola fórmula que exprese la función 


O, sl <0, 
f(x)= r, si x>0, 


empleando el signo de valor absoluto. 
Determinar el campo de existencia de las siguientes funciones: 


4. a y=Vzr>+1; by=YVzx+1. 
1 
12. A quee Z 
13. a) y=Vz—2; b) y=x Y g2—2, 
14". di 
15. = Y zx 
+ 


16. y=Yzr—a3 


17, y=1g 

_ q mi—3dz+2 
18. ei E e 
19. y =ar0 COS qx 


20, y = arc sen (le 55) A 

21. y=VY sen2z. 

22. Sea f (1) =201—323—5712+6x—10. Hallar 
e0= (+11 y ví=3 11012). 


23. La función f(x), determinada en el campo simétrico 
=iZa<l, se denomina par, si f(—x)=f(x%), e impar, si 


p(—2)= —f (x) 
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Determinar, cuáles de las siguientes funciones son pares y 
cuáles impares: 


0) fa) =3 (4 a); 

b) Ma) =V TFR Y I=3F a, 
) o =VErD+ Y (1; 

d) /()=18 2; 


lÍ—z 
0) f(x)=18 (1411427). 


24*. Demostrar que cualquier función f(x), determinada en cl 
intervalo —¿<zx-<l, puede representarse como la suma de una 
función par y otra impar. 

29. Demostrar que el producto de dos funciones pares ou de 
dos impares es una función par, mientras que el producto de una 
función par por otra impar es una función impar. 

26. La función f(x) se llama periódica, si existe un número 
positivo T (periodo de la función) tal, que f(z+7)=f(x) 
para todos los valores de x pertenecientes al campo de existencia 
de la función f(x). 

Determinar cuáles de las funciones que se enumeran a conti- 
nuación son periódicas y hallar el período minimo T de las mis- 
mas: 


a) f(x) =10 sen 3x2; 
b) f(1) =asenidx+bcosAx; 


c) f(1)=Y tex; 


d) f(x) =sen? x; 


e) f (x)=sen (V z). 


27. Exprosar la longitud del segmento y=MN y el área $ 
de la figura AMN como función de z=AM (fig. 1). Construir 
las gráficas de estas funciones. 

28. Las densidades lineales (es decir, la masa de una unidad de 
longitud) de una barra AB=1 (fig. 2) en sus porciones AC = l,, 
CD=lo y DB=l3(1,+l2 + l¿= 1) son respectivamente iguales a q,, 
de Y Q3. Expresar la masa m de una porción variable AM=z de 
esta misma barra, como función de x. Construir la gráfica de 
esta función. 


29. Hallar p[p(2)1 y ple (z)1, si p(x)=x* y y (2) =2*. 
30. Hallar f(f[f(2)I), si f()=,. 
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31. Hallar f(2+1), si f(r—1)=2?. 

32. Sea f(n) la suma de n miembros de una progresión arit- 
mética. 

Demostrar que: 


[(1n43)—3f (n+2) + 3f (14 1) —f (n) =0. 
33. Demostrar quo, si 
f (1) =kx+b 
y los números x,, Z2 y Z3 Constituyen una progresión aritmética, 
también formarán una progresión aritmética los números f(x,), 


Í(x2) y f (3). 
34. Demostrar que, si f(x) es una función exponencial, es 
decir, f(x) =a*(a>0), y los números Z,, L, Y 29 Constituyen una 


A la ly 
X 
Fig. 4 Fig 2 


progresión aritmética, los números f(z,), fla) y f(x3) forman 
una progresión geométrica. 
Sea 


(2) =18 22. 


Demostrar, que: 


o+rim=1 (42). 


36. Sea 9 (2) => (A+ar y y(2)=>3 (a*—a*, Demostrar 
que: 
P(1+1y)=0 (2) p (y) + y (2) y (4) 
y 
Y (r4 y = 0 (2) yy) + (y) y (2). 
37. Hallar f(—1), f(0) y f(1), si 
arcsen z, para —1<zx<0, 
> arc tg z, para U<I<+00. 


? 
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38. Determinar las raíces (ceros) y los campos de valores 
positivos y de valores negativos de la función y, si | 


a) y=1+x; d) y=x334— 3x; 
2 

by=2+x—a% 0) y=l8 377 - 

c) y=1—x+u; 

39, Hallar la función inversa de la y, si: 

a) y=2x+3; d) y=lg2:; 

hb) y =2*—-1; e) y =arctg 3r. 

0) y=y1—a%, 
¿En qué campos estarán definidas estas funciones inversas? 

40. Hallar la función inversa de 
z, si I<o0, 
2%, si xro. 

41. Escribir las funciones que se dan a continuación en forma 
de cadena de igualdades, de modo que cada uno de los eslabones 


contenga una función elemental simple (potencial, exponencial, 
trigonométrica, etc.): 


y = 


a) y=(22—5)10; c) y=lgtg5; 
b) y =2008x; d) y =arc sen (3-=*). 
42. Escribir en forma de una igualdad las siguientes funciones 
compuestas, dadas mediante una cadena de igualdades: 
a) y =u?, u =sen 2; 
hb) y =arctgu, u=Vv, v=lg x; 
2u, si u <O0, 
c) y= V 
0, siu_0; 
u=x—1, 
43. Escribir en forma explícita las funciones y dadas por las 
ecuaciones: 
4) 2i—Aarc Cos y =1; 
b) 10* +-10Y=10; 
C) T+ | y | = 2y. 
Hallar los campos de definición de las funciones implícitas dadas. 
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$ 2. Representación gráfica de las funciones elementales 


La construcción de las gráficas do las funciones y==f(x) se efectúa, on 
lo fundamental, marcando una red suficientemente nutrida de puntos 
Mi (21, yi), donde y¿=f(x;) (¿=0, 1, 2, ...), y uniendo después estos últi- 
mos Ontre sí con una línea, cuyo carácter debo tener on cuenta la posición 
de los puntos intermedios. Para hacor las operaciones se recomienda el 
empleo de la regla de cálculo. 


>. 
e 
>. 


la 


Fig. 


La construcción de gráficas facilita el estudio de Jas curvas do las 
funciones elementales más importantes (véaso el apéndice VI). Partiendo 


de la gráfica 
y=1f(x), (5) 


con ayuda de construcciones geométricas elementales obtenemos las gráfica 
de las funciones: 

1) yy=-—f(2), que es la represontación simétrica de la gráfica TI 
respecto al eje OX; 
2) Yo =1(—zu), que es la representación simétrica de la gráfica P respecto 
al eje OY; 

3) ya=f(2—a), que es la misma gráfica T desplazada a lo largo dol ejo 
OX on la magnítud a; 

4) y¿=0+/f (x), que es la propia gráfica Y desplazada a lo largo del eje 
OY en la magnitud ¿ (fig. 3). 

Ejemplo. Construir la gráfica do Ja función 


Jt 
y =sen (=— 7) ; 


Solución. La línea buscada es la sinusoide yu==<en x, desplazada a 
lo largo dol eje OX, hacia la derecha, en la magnitud z (Lig. 4). 


Construir las gráficas de las funciones lineales (líneas rectas): 
44. y=kx,sik=0,4,2 +, —1, —2. 
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45. y=t+b, si b=0, 1, 2, —1, —2. 
46. x2=1,0-+2. 
Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de 2” grado (parábolas): 
47, y=axi, si a=4, 2, 1/2, —1, —2, 0. 
48. y=zx2*4-e, si c=0, 1, 2, —1. 
Ag. yal)", si =0, 1, 2, =£L 
JO. y=yo + t(x—1)?, si ya=0, 1, 2, —1. 
51%. y=a*+b+<c, si: 1) a=1, b=—2, t=3; 
2) a=—2, b=6, e=0. 


52. y=2+x—2a?, Hallar los puntos de intersección de esta 
parábola con el eje OX. 


Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
enteras de grado superior al segundo: 


53%, y =x2% (parábola cúbica) 

54. y=2+(2—1)*. 

59. y=*—Ic+2. 

DD: Y=EL 

57. y=2x 8x1, 

Construir las gráficas de las funciones homográficas siguientes 
(hipérbolas): 


1 
58*, id 
59. Y == * 
z—¿ 
61%. y=Y +FH—, Si Z=1, Yo= —1, m=06. 


T— Lío 
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á _ 213 
62*. Y =3 773 : 


Construir las gráficas de las siguientes funciones racionales 
fraccionarias: 


63. y=2+o., 

0. y= 7. 

65*, == 

66. y=2%. 

67*. == (curva de Agnesi). 

68. y= me (serpentina de Newton). 


21 
69. y=+ o 

70. y=x* + (tridente de Newton). 

Construir las gráficas de las funciones irracionales siguientes: 
711*. y=Vz. 

72. y=Vx. 

73*. y=Y 2? (parábola de Neil). 

74. y=3:xV z (parábola semicúbica). 

TO. y= 1 VD" (elipse). 

76. y=+Vx2—1 (hipérbola). 

07 : 


YE TE 
18%. y=w+ == (cisoide de Diocles). 


Construir las gráficas de las siguientes funciones trigonomé- 
tricas: 


80*, y=senz. 83%. y =ctg z. 
81*. y=Cc0s z. 84%. y =sec 7. 
82*. y=tg x. 85*. y =cosec í. 
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86. y=Asenz, si A=1, 10, e — 2. 


87*. y=sennz, sin=1, 2, 3, >. 


tm 3n LA 


88. y=sen (x—oq), si p=0, Tr + 
89*. y =5sen (2x2 — 3). 


90*. y=asenz+bcosx, si a=6, b= —8. 


91. y=senzr+cosz. 96. y=1-—2cosí. 

92.* y=co0s? z, 97. y=sen 2 —-3 Sen I£. 
93%. y=z+8senz. 98. y =c0s2+ 505 22. 
94*. y=xsenz. 99*., y=c08=. 

9). y=tglz. 100. y= + V senz. 


Construir las gráficas de las siguientes funciones exponenciales 
y logarítmicas: 


101. y=a*, si a=2, > e(e=2, 718 ...)*). 
102*. y=1l0guz, si a=10, 2, 7, e. 


103*. y=sh x=, donde sha==> (e*—e”). 


104*. y=ch x, dondo chx=>(e* 4 e"), 


105*. y=thx, donde thx = 20/s 


' cha * 
106. y=10*. 
107". y=e-** (curva de probabilidades). 

í 
108. y=2 >. 113. y=1g8 2. 
109. y=lg xz?. 114. y=1g (—x). 
110. y=lgz. 115. y =1l0gs (14 2). 
111. y=1lg (le x). 116. y =1g (cos z). 
112. y= == 117. y=2*senz. 


*) Véaso más detalladamente sobre el número e en la pág. 26. 
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Construir las gráficas de las siguientes funciones trigonomé- 
tricas inversas: 


118*. y =arc sen z. 122. y=arc sen — 
119*. y=arccosz. 123. y =arc cos : 
120*. y=arctg z. 124. y=x+arcctg z. 


121%. y=arcctg x. 

Construir las gráficas de las siguientes funciones: 

125. y =|x). 
1 

126. y=>3(x+|x)).- 

127. a) y=x]x|; b) y=1l0g y3]| x]. 

128. a) y=senzx+|senz]|; b) y =senx—|sen zx]. 
3—a2? para |x]<t; 

129. y= 2 

y ES] para jalo. 

130. a) y =[x], b) y =x—T[zx], dondo [x] es la parte entera del 
número zx, es decir, el mayor número entero, menor o igual a z. 


Construir las gráficas de las siguientes funciones en el sistema 
de coordenadas polares (r, p) (r >U): 


131. r=1 (circunferencia). 
132*, r=> (espiral de Arquimedes). 
133*, r=e" (espiral logarítmica). 
134*. == lespiral hiperbólica). 
135. r=2c0sp (circunferencia). 

1 


136. r=- (linea recta). 
sen p 


137. r=seci-E- (parábola). 


138*. r=10sen 3q (rosa de tres pétalos). 

139*. r=a(1+cos q) (a—>0) (cardioide). 

140*, r?=a3cos2p (a>>0) (lemniscata). 

Construir Jas gráficas de las siguientes funciones, dadas en 
forma paraméótrica: 
21016 
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141%. z=4?, y=1* (parábola semicúbica). 

142". z=1410c0st, y =sent (elipse). 

143*. r=10c08"f, y=10sen*i (astroide). 

144*. z=a(cost+1sent), y=a(sent—icost) (desarrollo del 
circulo). 


145*. m0 v= (folium de Descartes). 


146. (semicircunferencia). 


L= o , ERE E 
YVIFE Vi+e3 
147. 2=2 42, y=2—2! (rama de una hipérbola). 
148. z=2c08*1, y =23en*i (segmento de recta). 
149. r=t—1?, y=1—(?, 
150. z=a(2c0st—cos 21), y=a(2seni—sen 21) (cardioide). 
Construir las gráficas de las siguientes funciones, dadas en 
forma implicita: 
151*. 22+ y? =25 (circunferencia). 
152. zy=12 (hipérbola). 
153%. y =2x (parábola). 


154, GH 1 (elipse). 


155. y?=x?*(100— 2?). 

2. 2 2 
156*. 234 y3 =a3 (astroide). 
157%. 4+y=10lg y. 
158%, 23 =c08 y. 

y 

159*., Y 12 + y? =e4rct8* (espiral logarítmica). 
160*. 2+y!?—3zy=0 (folium de Descartes). 


161. Hallar la fórmula de transición de la escala de Celsio (C) 
a la de Fahrenheit (F), si se conoce que 0G corresponde a 32* F 
y 100%C a 212? F, 

Construir la gráfica de la función obtenida. 

162. En un triángulo, cuya base es b=410 y su altura h=06, 
está inscrito un rectángulo (fig. 5). Exprosar la superficie de dicho 
rectángulo y como función de su base z. 

Construir la gráfica de esta función y hallar su valor máximo. 
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163. En el triángulo ACB, el lado BC=a, el AC=b y el 
ángulo variable x ACB =x (fig. 6). 


ia 


Y 


/ 


Fig.5 Fig.6 


Expresar y = área. Á ABC como función de x. Construir la grá- 
fica de esta función y hallar su valor máximo. 
164. Resolver gráficamente las ecuaciones: 


a) 212— 524 2=0; d) 10% =x; 

b) 234 x—1=0; e) z=1-+0,5 sen x; 

c) lez =0,1x; h ctgr=xzx (0<zr<m). 
165. Resolver gráficamente los sistemas de ecuaciones: 
a) xy =10, 4 y=7; 

b) xy =6, 2?+y?=13; 

c) 1i—r+y=4, y —21=0; 

d) 4 y=10, r4+y*=0; 

e) y =Sen T, y =C08% (0 << 21). 


S 3. Límites 
4, Límite de una sucesión. El número a recibe el nombre de 
limite de la sucesión Lys Ta, .. y Tn; a 
lim Lp und, 
n= 00 


si para cualquier £>> 0 existo un número N =N (e) -tal, que 
[Ttn=a2aj<e para rn >. 
Ejemplo 41. Demostrar que 


lim 2n +1 E == 2, (1) 


no 


2 
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Solución. Consideremos la diferencia 


Eta sl O 
n+1 E E 
Valorando su magnitud absoluta, tendremos: 
O 
a or (2) 


si 
1 
n > al =N (e). 


De esta forma, para cada número positivo e se puede encontrar un 
número N=2-1 tal, que para rn >N se cumple la desigualdad (2). Por 


consiguiente. el número 2 es límite de la sucosión zp = (22 4-1)/(n +1), es 
decir, se vorifica la fórmula (1). 

22 Limite de una función. Se dice que la función f(z) — A 
cuando > «a (d y e-son unos números), o que 


lim [(1)=4, 
x> a 


si para cualquier e >> 0 existe un número 0:=0 (2) >0 tal, que 
If()—A|<e para 0<2—a|<68. 
Análogamente 
lim f(x) =4, 
Xx—00 


si [1(09—A|<e para |x| > N (e). 
También se emploa la notación convencional 
X= 
que indica, que ¡f(z)|>£ para 0< |x—«a[<ó(E), donde £ es un número 


positivo arbitrario. Ñ 
Limites laterales. Siz<a y z>4, se escribe convencional- 


mente z-—>a-—o0; análogamente, si z>a y z>-a, se escribirá asi; z > a--0. 
1.09 DÚMEeros 


fla—0)= lim f(2) y f(a+0)= lim f(x) 
x>n-—0 x—(010+0 


se llaman, respectivamente, límite a la izquierda de la función f(x) en el 
punto a y límite a la derecha de la función f(x) en el punto a (si es que 


dichos números existen). : 
Para que exista el límite de la función f(z) cuando z— a, 03 necesario 


y suficiente que se verifique la igualdud 
f(a—0)=f (a+0). 
Si oxiston el lim f, (+) y el hm f,(z), tienen lugar los siguientes 
xo a 
teoremas: 
1) lim [1 (1) +72 (2)] =lim $, (2) +1im fo (2); 
£2 xa a 
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2) lim [fa (2) fo (2)I=1im j, (2) -lim fa (x); 
X-»Q2 xa ra 
3) lim [fs (2) /fa (2)]=lim j, (=)/lim f2(2) (lim fz (2) =£ 0). 


Los límites siguientes so emplean con frecuencia: 


. Ssenz 
lim =1 
X=> 


> L 
lim (1+2+) =lim (14-0)% =e=2,71828 .... 
=> 


X=) 00 


Ejomplo 2. Hallar Jos límites a la derecha y a la izquierda de la 
función 


f (1) =arctg - 


cuando zx —>-0. 
Solución, Tenemos; 


1(+0)= lim, (arctg +) E - 


1 ri 
e 
En esto caso, es evidente que no existe límite do “la función f(x) 
cuando zx —>» 0. 
166. Demostrar que, si n->00, el límite de Ja sucesión 
4 1 1 1 


E O 


—0O= lim 
1D Jm, ( 


es igual a cero. ¿Para qué valores de n se cumple la desigualdad 
1 
ro e, 


(siendo e un número positivo arbitrario)? 
Efectuar el cálculo numérico para: a) 2 =0,1; b) g=0,01; 
c) e = 0,001. 
167. Demostrar que el límite de la sucesión 
n 
+1 (n=4, 2, ...) 


cuando n— 00 es jgual a 4. ¿Para qué valores de n> N se cumple 
la desigualdad 


Lp = 


[T—1|<E, 
(siendo e un número positivo arbitrario)? 
Hallar N para: a) e =0,1; b) € =0,01; c) e=0,001. 
168. Demostrar que 


lim 2? =4. 
X=»2 
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¿Cómo elegir pára el número positivo dado 8 un númeró posi- 
tivo 9, de modo que de la desigualdad 
[z—2|<6 
se deduzca la desigualdad 
pat—4|<e? 
Calcular ó, para: a) s=0,1; b) =0,01; c) e=0,001. 


169. Dilucidar el sentido exacto de las notaciones convencio- 
nales: 


a) lim ligr= —oo; b) lim 2%*= +00; Cc) lim f(17)=00. 
x->+0 Xx—>-$-00 X=>00 
170. sra los límites de las sucesiones: 
1 1 (yaa l 
a) Í, + CAD o e ECTS 
4 6 2n , 
e SS 


)V2,Y 2V2, de heat 


2 d) 0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; ... 
Hallar los límites: 


171. Lim (tz + Geo +5). 
172. lim CEDCHACES 


N-=y00 


173. lim [ ER ESg7E +00 _ eS ] 


17 y AE 


Ti +00 
175, Lim 
z 1 1 
: 1 1 1 — 4p.1 
177. lim (+43 ta e ] . 


178*. lim E de 


179. lim (Van+1—Vn). 


180. lim 2nzl 


St->+00 n*4-1 
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Al buscar el límite de la razón de dos polinomios enteros respecto a zx, 
cuando z—>c0. es conveniente dividir previamente los dos términos de 
la razón por z”, donde » es la mayor potencia de estos polinomios. 

En muchos casos puede emplearse vn procedimiento análogo, cuando 
se trata de iracciones que contienen expresiones irracionales. 

Ejemplo 1 


3 5 6 
(223) (3245) (476) ,. (2-<) (3+3) (E) 2.3.4 
o A 
| 
E l 2. li ARE. ES =1, 
A O VS 
z3 
181. lim LEE. 186. lim 2. 
X=>P»00 +1 X-—>00 Vaz+1 
.. 1000x% : 214-3 
182. lim > e e 187. par de : 
. tinbr+d ¿ q 
dá La 347” sd ed 10+z Yz ' 
184. Mo 5: 189. lim PEEL. 
185. lim (243 (72% 190. lim vs 
X=» 00 ab 5 ” j x—-.o0 V Vi+*Vz : 
+ Y 2 Yz 


Si P (2) y Q (x) son polinomios enteros y P(a) 00 Q (a) £0, el límite 
de la fracción racional 


lim P (z) 
aa z) 
38 halla directamente. 
Si P (a) =Q (a) =0, se recomienda simplificar la fracción E , por e) 
binomio —e, una o varias veces. 
Ejemplo 2. 
: —á 1... (=—-2(2+2) Wi r+2_ 
Lima 2342 0 (1— 2) (1 —1) cua z—1 =4, 
] 29) 1 Ami 2 
191. lim CE 195. o A: 
192. lim 32410 196. lim H-—6+1)74+4 
: x>5 e—2g : a 23 — ad Í 
; 22 —1 (2 + h—23 
193. e SHEEP] A 197. co E IÓ 
: x2—Q2z ] 4 3 
E 198. lim(42—323): 


24 Introducción al análisis 


Las expresiones irracionalos se reducen, en muchos casos, a una forma 
racional] introduciendo una nueva variable, 


Ejemplo 4. Hallar 
p Vi+zr—1 
lim ——__—_—_—— * 
20 P1i+Fz—1 


Solución. Suponiendo 


i+r=y8, 
tenemos: 
A BL 2 En 
A a A AL 
x-0 Piti=i yrtY1do ys Yyrt 2 
199. lim Vz-1 201. lim paa 
x>1 z—1 x-» 1 y z—1 
qg— 3_9yY 
200. lim Y2=8. 202. lim Y 4-2P2+1 
x>64 Pz —4 a» 1 (1 —1) 


Otro procedimiento para hallar el límite de una expresión irracional 
es el de trasladar la parte irracional del numerador al denominador o, 
al contrario, del denominador al numerador. 


Ejemplo 5. 
A. Vi-V2 1; z-_(2 pro 
a +0 Eo (Va yo) 
z 1 4 
TA A: A 0). 
Mv A 
2 Yr—3 Y 2146 Y 224276 
0. lim — Tp > A A 
204. lim ¿=.. 211. lim (Vx+a—V72). 
x—8 px-—2 %=) 00 
205. lim VEL. 212. lim [VzGFD—2]. 
ari PI=1 xr. 
lim 3-VS+x= ? 5 E PO: 
206. lim-= ds 213. lim (Y 225% +6—2). 
207. lim VI+=—-VÍ-2 244. limz (V3T1—a). 
x-—»0 z X-=»-4-00 
208. lim VETE VE 25. lim(e+ / 125), 
h-» 0 X=» 00 


209. lia 2H AV z 
h=>0 h 
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Al hacer el cálculo de los límites, en muchos casos se emplea la 


fórmula 


y se supone que se sabe que, lim sen r==sen« y 
x-0 


Ejemplo 6.. lim 
0-0 


216. 


217. 
218. 
219. 
220. 
221. 
222. 
223. 


224. 


220. 


226. 


227. 


a) lim——; 


b) 


lim <en 17 
5>1 Sen 3xtz 


sen T-— sen a 
T=4 ; 

A COS Y —-COS 4 

Lina ——-—— á 

xa 0d 

lim tegxz 

> — 2 z+2 E 


Sen z--C0S zx 
1—tgzx 


j E: 
a) limxsen—; 
x= () e 


: 4 
b) lim zsen—. 


X->00 


sondz _ 


-_ Sen (2-+ Ah) —sen z 
1 ———AEAKÁA 


lim 
x=» 


228. 


229. 


230. 


231, 


232. 


233. 


234. 


233. 


236, 


237. 


238. 


239. 


240. 


(32.5) E 
5zx 


lim (1 — 1) tg + 
x>1 


x— 0 


1 —sen y 


TU —Í 


lim 

X=» IT 

i—2c0sx 
nn -—3z 


. (08 MI —COY NZ 


lim » 


:_ fg r—sen x 
Mim LD 
T 


, arcsen z 
IM ===> 
le al 
arctg 2x 
sen 3x2 


X-» 
1 r—sen 2z 
xy T+Hsen dz" 
nz 
COS 37 
lim ——— , 
ari 1— Ve 
Lim 1= Y cos z ; 
2 


x— 0 La 


lim cos z=c08S a, 
xQ 


lim ctg 2x ctg (Fx) : 


PE Vitsent— Yi—senw 


x-»0 z 
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Al hallar los límitos de fa forma 


li voce, 
lim [p (z)] (3) 


debe tenerse en cuenta que: 
4) si existen los límites finitos 
lim o (2=4 y limy(2)=B, 
xq x->Q 
se tiene que C=A4P,; 
2) silim p(1)=43Y%141 y limp(1)=>+00, el problema de hallar el 
DE xa 
límite (3) se resuelve directamente; 
3) si lim p(x)=1 y lim p(x)=00, se supone que Qq(z)=1f+au (2), 
x= 0 x->(2 
donde a (2) >-0, cuando z-—a y, por consiguiente, 
En lim a(jp() lim [p(x)—1](x) 
C=lim [140 (2)] 9% ¡ohbtx) ¿Pos =p : 
XA 
siendo e=2,718 ... el número de Neper. 
Ejemplo 7. Hallar 


Solución. Aquí 


lim (ES) -> y lim(1+x)=1; 
0 z x—>0 


> 
por consiguiente, 


14% 
lim (22) = ¿1l—29, 


x-—»0 z 


Ejemplo 8. Hallar 


: +41 yx 
lim ( FT) 
Solución. Tenemos: á 
lim lim Ei ze. 
A ap 2 
T 


Por lo cual, 


A 


lim (+) 


Ejemplo 9. Hallar 
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Solución. Tenemos: 


1 

lim 22= lim SA 

Ss 2 as 
+ 


Haciendo las transformaciones que se indicaron más arriba, obtendremos 


lim ES y == lim (31) ss 


xeroo NT-+p1 X=b20 


Cad A m” ZX 
A el 
e (3 7Y e 


En este caso concreto, paa hallarse el límite con más facilidad, sin 
recurrir al procedimiento general: 


O 


e o lim 147)" NES 
z xr 00 


En todo caso, es conveniente recordar que: 


lim 47] me». 


241. lim (5) 248. lim (57) 
x= 
A —d y*+1 z—41yx+2 
242, lim (5=7) 249. lim (¿75) 
2x 
243. lim (2y" 250. lim (14). 
JD» 00 Nn>Y»00 
sen x 1 
E 1—2 3y x == 
244. mm (5 p9) + 21 lim(1+senz)". 
1 
245. 150 aa) 252**. a) lim.(cos 2) *; 
1 
246. lim (1-7) b) Ma (cos x)>. 
Noy»00 
; 2 yx 
247. lim (14-<) . 


Al calcular los límites que se dan a continuación, es conveniente saber 
que, si existe y es positivo el 2 f(x), se biene: 


lim [la ajo [lim f (2)). 
sa X=» 08 


28 Introducción al análisis 


Ejemplo 10. Demostrar que 


lim 2ÚU+ZD_4, (+) 
x-» () T 
Solución. Tenemos: 
lim PUTA Him (ln (1409143 = 10 (lim (1+2)1/%] um ln e 1. 
2» 0 X x=» 0 x-»0 


La fórmula (+) se emplea, frecuentemente, en la resolución de problemas. 


253. Jim [ln (224 1) —1n (x + 2)]. 


254. lim E0 EA 260*. limn(Y/a—1) (a>0). 
, 1 iz ex ¿bx 
255. lim (Lin y 722). 261. Lim E. 
E e s  1—e% 
256. lim zlln(241)—In2). 262. in 
257. lim 21.002) E 263. a) lim $22. 
x=» (0) z ab * 
258*. lim * b) lim“h=-1 


209*. lim mien (a>0). (Véanse* los ejercicios 103 y 104). 


z 


> 
Hallar los siguientes límites laterales: 
264. a) lim ===; 267. a) lim Ed de 
x»-=0w Y 2241 =p 00 - 
bli no by tim 2449). 
as Yzi2+1 pa Si 
265. a) lim th z; 268. a) lim Emal; 
X-+== 00 X=+— 
b) lim thz, b) lim 152z1. 
xa—>+400 x-»--0 d 
ee 
== 269. a) lim _2—1_. 
dondo h2= FE A 
; 1 ¿ z—t 
266. l — ; . 
66. 2) lim ——G; ho Ta—AT 
i+e” 
270. a) lim 3; 
b) lim — A 
E b) lim — 
ito a 
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Construir las gráficas de las funcionos: 
211*. y = lim (cos** 2). 


272. y=limzfz (2>0) 
273. lorca +02, 
QL.=>00 


274. y =lim (arctg nz). 
N-=>00 

275. y=limy1+x"” (2>0). 
fi» 00 


276. Convertir en ordinaria la siguiente fracción periódica 
mixta 


a=0,13505..., 


considerándola como el límite de la correspondiente fracción finita. 

277, ¿Qué ocurrirá con las raíces de la ecuación cuadrada 

arder c=0, 

si el coeficiente a tiende a cero, y los coeficientes b y ce son 
constantes, siendo bx: 0? 

278. Hallar el límito del ángulo interno de un polígono regu- 
lar de n lados si n —00. 

279. Hallar el límite de los perímetros de los polígonos regu- 
lares de n lados inscritos en una circunferencia de radio *i y de 
los circunscritos a su alrededor, si n= 00. 


280. Flallar el límite de la suma de las longitudes de las 
ordenadas de la curva 


y=ec*c03g1x, 
trazadas en los puntos 2=0, 1, 2, ..., n, si n—=00. 


281. Hallar el límite de las áreas de los cuadrados construidos 
sobre las ordenadas de la curva 


y=2* 


como bases, donde r=1, 2, 3, ..., n, con la condición de que 
Nn-—> 009, 


282. Hallar el límite, cuando n—> oo, del perímetro de la 
línea quebrada MM, ... Mn, inscrita en la espiral logarítmica 


== e79, 


si los vértices de esta quebrada tienen, respectivamente, los 
ángulos polares 


— __ o 
Pp =0, PY=>1 SES na =-3 ; 
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283. El segmento AB=a (fig. 7) está dividido en n partes 
iguales, Sobre cada una de ellas, tomándola como base, se ha 
construido un triángulo isósceles, cuyos ángulos en la base son 
iguales a a =45. Demostrar, que el límite del perímetro de la 
línea quebrada así formada es diferente de la longitud del seg- 
mento AB, a pesar de que, pasando a límites, la línea quebrada 
«se confunde geométricamente con el segmento AB». 


Fig.?7 Fig.8 


284. El punto C, divide al segmento AB=l1 en dos partes 
igualos; el punto €y divide al segmento AC, en dos partes tam- 
bién iguales; el punto Cy divide, a su vez, al segmento CC, en 
dos partes iguales; el Cí, hace lo propio con el segmento CC 
y asi sucesivamente. Determinar la posición límite del punto Ch, 
cuando n-> 00, 

285. Sobre los segmentos obtenidos al dividir el cateto a de 
un triángulo rectángulo en n partes iguales, se han construido 
rectángulos inscritos (fig. 8). Determinar el límite del área de la 
figura escalonada así constituida, si n— 00. 

286. Hallar las constantes k y b de la ecuación 


: 314 
no (tr+b—F 7) =0. (1) 


Esclarecer el sentido geométrico de la igualdad (1). 

287*. Un proceso químico so desarrolla de tal forma, que el incre- 
mento de la cantidad de substancia en cada intervalo de tiempo T, de 
una sucesión infinita de intervalos (ir, (1 444) 7) (¿=0, 1, 2, ...), es 
proporcional a la cantidad de substancia existente al comienzo del 
intervalo y a la duración de dicho intervalo. Suponiendo que cn 
el momento inicial la cantidad de substancia era Qp, determinar 
la cantidad Qf” que habrá de la misma después de transcurrir un 
intervalo do tiempo £, si el incremento do la cantidad de subs- 
tancia se realiza cada eneava parte del intervalo de tiempo 


T=— , 


n 


Hallar Q;= lim Qf”. 


N—00 
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S 4, Infinitésimos e infinitos 
19. Infinitésimos. Si 


lim a (2) 0, 
>» 


es decir, si Ja (x)|<e, cuando 0<|r—a|< 0 (8), la función a (2) se llama 
infinitésima (infinitamente pequeña) cuando z=-»«a. Análogamente sa deter- 
mina Ja función infinitésima (infinitamente poqueña) a (2), cuando x=» co. 
La suma y el producto de un número limitado de infíinitésimos, cuando 
za, es también un infinitésimo cuando z—>- e. 
Si a (1) y f(x) son infinitésimos cuando z—>-e y 
y o (x 
im 
era Plz 
donde € es un número distinto do cero, las funciones a (z) y f(x) reciben 
el nombre do infinitésimas de un mismo orden; si C =0, se dice que la función 
a (zx) es una infinitésima de orden superior respecto a PB (zx). La función «a (z) 
se denomina infinitésima de orden n respecto a la función f(x), si 


JC, 


lim Ma O 


x=>0 ($ (x)]P 
o <|l0|<+o. 


las funciones a (x=) y PB (zx) se llaman equivalentes cuando z =» a; 


a (1) — $ (2). 
Por ejemplo, si z-—>-0 tendromos: 


senor tgr=z; In(i+x)-x, 

etc. 

La suma de dos infinitésimos de orden distinto, equivale al sumando 
cuyo orden es inferior. 

El límite de Ja razón de dos infinitésimos no se altera, si los términos 
do la misma se sustituyen por otros cuyos valores respectivos sean equiva- 
lentes. Do acuerdo con este teorema, al hallar cl Jímite do la fracción 

< afz) 

lim ==, 

xa pB (z) 
dondo a (2) >—0 y fB(x)>-0, cuando z—a, al numerador y denominador 
de la fracción pueden restársclo (o sumársele) infinitésimos de orden supe- 
rior, elegidos de tal forma, que las cantidades resultantes sean equivalentes 
a las anteriores. 

Ej emp lo 4, 0 
Y 34 274 ya 4 


2%. Infinitos. Si para un númcro cualquiera NV, tan grande como se 
deseo, existe tal 9 (/V), que para 0< |z—a|<ó0(N) se verifica la desi- 


gualdad 
IA I>N, 
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la función f(x) recibe el nombro de ¿infinita (infinitamente grande) cuando 
z— a. ; 

Análogamento, f(x) se determina como infinita (infinitamente grande) 
cuando z=>-00. El concepto de infinitos de diversas Órdenes se establece 
de manera semejante a como se hizo para los infinitésimos. 


288. Demostrar que la función 


(a) =“2 


es infinitamente pequeña cuando z—> oo. ¿Para qué valores de z 
se cumple la desigualdad 


[|< e, 
si € es un número arbitrario? 
Hacer los cálculos para: a) e =0,1; b) 2=0,01; e) 80,001. 
289. Demostrar que la función 
f(2)=1—2 
es infinitamente pequeña cuando z—> 4. ¿Para qué valoros de z se 
cumple la desigualdad 


[fa |<e, 


si g es un número ontero arbitrario? Hacer los cálculos numéricos para: 
a) e =0,1; b) £=0,01; c) e =0,001, 
290. Demostrar que la función 


H0=35 


es infinitamente grande cuando z—> 2. ¿En qué entornos | z—-2] < 6 
se verifica la desigualdad 


¡ADI>N, 


si N es un número positivo arbitrario? 

Hallar 3, si: a) N=40; b) N=400; ec) N = 1000. 

291. Determinar el orden infinitesimal: a) de la superficie de 
una esfera, y b) del volumen de la misma, si Su radio r es un 
infinitésimo de 41” orden. ¿Cuál será el orden infinitesimal del 
radio y del volumen respecto al área de esta esfera? 

292. Sea a el ángulo central de un sector circular ABO 
(fig. 9), cuyo radio 1? tionde a cero. Determinar el orden infini- 
tesimal: a) do la cuerda AB; b) de la flecha del arco CD; c) del 
área dol AABD, respecto al infinitésimo «a. 

293. Determinar el orden infinitesimal respecto a xx, cuando 
z—>0, de las funciones siguientes: 


a) a: d) 1—cos 2; 
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by Vi+rVz; 0) tg r— sen z. 
NA E 


294, Demostrar que la longitud de un arco infinitésimo de una 


circunferencia de radio constante, es equivalente a Ja longitud 
de la cuerda que tensa. 


295. ¿Son equivalentes, un segmento infinitésimo y la semicir- 
cunferencia infinitésima construida sobre él, como diámetro? 


O 
Fig.9 


Aplicando el teorema sobre la razón de dos infinitésimos, hallar: 


296. lim a a 298. lina zu. 
arcsen ——==== 
Vi =a COS x—COS 27 
297. Lima S Mhdi=) ' 299. Al rr ' 


300. Demostrar que cuando z —>0, las magnitudes < 3 y Vi+zr—1 


son equivalentes entre sí. Empleando este resultado, mostrar que, 
cuando |x| es pequeño, se verifica la igualdad aproximada 


Vi+rrmi+5. (1) 
Aplicando la fórmula (1), hallar aproximadamente: 
a) Y 1,06; b) Y 0,97; c) V 10; d) V 120 


y comparar los valores así obtenidos con los que se dan en las 
tablas. 


301. Demostrar que, cuando z—>0, se verifican las igualdades 


aproximadas siguientes, con precisión hasta los tórminos de 
orden z?, 


í 
a) 1.8; 


b) Y Atiza+yz (a > 0); 


3—1016 
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c) (14+x)"=1+wmzx (n, es un número natural); 
d) lg(14-2) =Mz, 


donde M =lge=0,43429... 
Partiendo de estas fórmulas, calcular aproximadamente: 


A da 1. 35. 
5) 1,045: 6) 0,934: 7) lg 1,1. 


Comparar los valores así obtenidos con los que se dan en las 
tablas. 
302. Demostrar que, cuando 2—> oo, la función racional entera 


P(23=agx"+ajgó?+...+4n (4930) 
es una magnitud infinitésima, equivalente al término superior 
agur”. 
303. Supongamos que z—>00. Tomando a x= como magnitud 
infinita de 1% orden, determinar el orden de crecimiento de Jas 
funciones: 


a) 12—1001x— 1000; c) Ve +V z 
2. Y == 573 
b) 772* d) Y x—22 


$ 5. Continuidad de las funciones 


17. Definición de continuidad. Lu función f(x) so lama con- 
tinua para z=É (o «en el punto E»), si: 1) dicha función está determinada 
en el Pe E, es decir, existe el número f(É€);, 2) existo y es finito c) 


limite ón 3) esto límite es igual al valor de la función en el punto 3. 
x— 
es decir, ] 
lim f(2)=1(8). (1) 
E 
Haciendo la sustitución 
: z=6-+AE, 
donde AE ->0, se puedo escribir la condición (1) de la forma: 
lim Af(8)= lim [$ (8+A48E)—f(£)] 0, (2; 
AE=>0 Al>0 


es docir, la función f(x) es continua en el punto E, cuando, y sólo cuando, 
en e6ste punto, a un incremento infínitésimo del argumento corresponde un 
incromento infinitésimo de la función. 

Si la función os continua en cada uno do los puntos de un campu 
determinado (intervalo, segmento, etc.), se dice que 0s continua en este 
campo. 
Ejcmpio 4. Demostrar que la función 


y = Sen 7 
es continua para cualquier valor dol argumento .. 
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Solución. Se ticno; 


z 
sen — 
Ay =sen (z+ Az) -—sen z=2 sen 5 cos (++) = E «COS (=+37)-45 
Áz 2 
2 
Como 
sen 2 
; 2 A a 
Pei ne =1 y [cos (+$) |<, 


para. cualquier valor de y, tendremos: 
lim Ay=0. 
Ax—>(0 


Por consiguiente, la función sen Y €s continua parta —co<z<-+0. 

22 Puntos de discentinuidad de una función. Se dice 
ue una función f(x) es discontinua en el punto zp, que pertenece al campo 
de existencia de la función o que es punto frontera de dicho campo, si en 
este punto no se verifica la condición de continuidad de la función. 


Ejemplo 2. La función f (1) = — 7 (fig. 10, a) es discontinua en el 


punto x=4. Esta función no está definida en el punto z=1 y como quiera 


que se elija el número (1), la función complotada f(x) no será continua 
en el punto z==1 


Si la función f(x) ticne límites finitos: 
lim f(x)=f(z9—0) y lim f(1)=/(x0+-0), 
xo —0 e xo-+0 


pero los tres números f(zo), f(rg—0) y f(zo+0) no son igualos entre sí, 
entonces, zy recibe el nombre de punto de discontinuidad de 17% especie. Tn 
particular, si 


Í (20 —0) =$ (xo 4-0), 
y Se lama punto de discontinuidad evitable, 
Para que la función f(x) sea continua en el punto zp, 0s necesario 
y suficiente que 
Í (xo) = $ (xo —0)= $ (20+0). 


Ejemplo 23. La función (a= tiene discontinuidad de 113 espe- 


cie en el punto z=0. 
Efectivamente, aquí 


F(4+0)= lim —=Z=+1 
x>+0 2 


f(—0)= lim Za 1. 
2 0) T 


Ejemplo 4. La función y =E (x), dondo £ (+) representa la parte entera 
dol número z (es decir, £ (x) es un número entero que satisface a la igualdad: 


"ya 
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=E(%)+q, donde 0<q<1), es discontinua (fig. 10,5) en cada punto 
ontero: 2=0, +41, +2,..., y todos los puntos do discontinuidad .son de 
4ra ospecie. 

Jotectivamente, st n es un número entura, E (n—0)=n—1 y E(n+0)=n. 
Es evidente, que en todos los demás puntos esta función es continua. 


(a) (6) 


Fig. 10 


Los puntos de discontinuidad de la función que no son de 1'3 especie, 
se flaman puntos de discontinuidad de 2% especie. 

Son también puntos de discontinuidad de 22 cspecio los puntos de dis- 
continuidad infinita, es decir, aquellos puntos xy, para los que, por lo menos, 
uno de los límites laterales f(xp—0) v f (xy +0) es igual a oo (véase el ej. 2). 


Ejemplo 3, La función y =008 — (fig. 10, e), en ol punto z=0 
tiono una discontinvidad de 2% especie, ya que aquí no oxiste ninguno de 
los dos límites laterales 

E n ¿ T 
lim cos-— y lim cos— . 
x-» —0 x +0 z 

3%, Propiedades de las funcionescontinuas. Al analizar 

las funcionos para determinar si son continuas, hay que tener presentes 


log siguientos teoremas: Ñ ' j 
1) La suma y el producto de un número limitado de funciones conti- 


nuas en Un campo determinado es, a su vez, una función continua on este 
mismo Campo; 
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2) el cociente da la división de dos funciones continuas en un campo 
determinado, es también una función continua, pura todos los valores dol 
argumento de este mismo campo, que no anulan ol denominador; 

3) si la función f(x) es continua en un intervalo (a, b), estando el con- 
junto de sus valores comprendido en el intervalo (4, B) y la función q (2) 
es continua en este intervalo (4, B), la función compuesta q [f(x)] también 
es continua en el intervalo (a, b). 

Toda función f(x), continua en el segmento [a, 5], posee las propiedades 
siguientes: 

1) f(x) está acotada en [e, b], es decir, existe cierto número M tal, quo 
110] <M para a<zr<b; 

2) 16 alcanza en [a, b] su valor máximo y mínimo; 

3) f(x) toma todos los valores intermedios entre dos dados, es decir, 
si f(a)=A y FP=B(a<Xa<fp<b) y A+ B, ontonces, cualquiera que Sea 
el número €, comprendido enire A y £B, existe por lo menos un valor de 


:=y(a < y <6) tal. que e 
En particular, ei f (a) f (PB) <0, la ecuación 


f(=)=0 
tiene en ol intervalo (a, B), por lo menos, una raíz real. 


304. Domostrar, que la función y=x? es continua para cual- 
quier valor del argumento z. 
305. Demostrar, que Ja función racional entera 


P(2)=ap2" +azxúli+...+4a 


es continua para cualquier valor de z. 
306. Demostrar, que la función racional fraccionaria 


_ agria... 4 
R()= by +02 MAY. HH 


es continua para todos los valores de x, a excepción de aquellos 
que anulan el denominador. 

307*. Demostrar, que la función y=V z es continua para 
> 0. 

308. Demostrar que, si la función f(x) es continua y no nega- 
tiva en el imtervalo (a, b) la función 


Fla=V1(0 


también es continua en coste intervalo. 

309*. Demostrar, que la función y.=cosz es continua para 
cualquier valor de z. 

310. ¿Para qué valores de z serán continuas las funciones: 
a) tgz y b) ctg zx? 

311*. Demostrar, que la función y=)]=)] es continua. Cons- 
trutr la gráfica de esta función. 

312. Demostrar, que la magnitud absoluta de una función 
continua es también una función continua. 
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313. Una función está dada por las fórmulas 


1) =— cuando 2=2, 


Á cuando =2. 


¿Cómo debe elegirse el valor de la función A=f(2), para que 
la función f(x), completada de esta forma, sea continua cuando 
r=2? Construir la gráfica de la función y=f (x). 

314. El segundo miembro de la igualdad 


f(x) =1 —a sen — 
> z 
carece de sentido cuando x=0. ¿Cómo elegir el valor de (0) 


para que la función f(x) sea continua en este punto? 
315. La función 


1 
f (1) =arcte == 


carece de sentido cuando z=2. ¿Puede elegirse el valor de f(2) 
de E forma, que la función completada sea continua cuando 
X= 

316. La función f(x) es indeterminada en el punto z=0. 
Determinar f(0) de tal forma, que f(x) sea continua en este 
punto, gl: 


a) f(x) = CIA (n es un número natural); 


D) Ha) ==; 
6) f() lA. 


-X 


d) (2) ==; 
e) f(x) =01s0n —; 


l) f(1)=xctg x. 
Averiguar si son continuas las funciones: 


317. y=5. 820. y= E. 
318, v= TE 321. a) y =sen — 
319. y = IES. b) y=zsen— 
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9. Y a E 
322. y = E 326. y =(1+x) arctg 7 
1 
323. y=1In (cos zx). 327. y=e**”, 
AE 
324. y=1n| 18 5 328. y=e *. 
320. y =arctg—. 329. y= E 7 
Ie 


330. y— cuando 2:<3, 
es | 212+4 cuando >> 3. 


Construir la gráfica de esta función. 

331. Demostrar, que la función de PDirichlet x(x), que es 
igual a cero cuando zx es irracional e igual a 1 cuando x es racio- 
nal, es discontinua para cada uno de los valores de x 

Averiguar si son continuas y construir la gráfica de las 
siguientes id 


332. y=limzpr  (2>0) 


o 1 pan = Ali 
333. y = lim (x arctg nz). 


334. a) y=sgnz, b)y=zsgnx=, Cc) y=sgn(sen zx), donde 
la función sgnz se determina por las fórmulas: 


| +4, si z>0, 
sgnz=3 0, si z=0, 
—4A, si z<0. 


339. a) y=2x—Elzx), b) y=xE(x), donde E(x) es la parte 
entera del número z. 

336. Dar un ejemplo que demuestre que la suma de dos fun- 
ciones discontinuas puede ser una función continua. 

337/*. Sea qu una fracción propia positiva que tiende a cero 
(0<a< 41). ¿Se puede poner en la igualdad 


E(1+0)=E(i—a)+1, 


que se verifica para todos los valores de «, el fímite de la can- 
tidad a? 


40 Introducción al análisis 


338. Demostrar, que la ecuación 
A —3r+1=0 
tiene una raíz real en el intervalo (1, 2). Calcular aproximada- 


mente esla raíz. 
339. Demostrar, que cualquier polinomio P (x) de grado impar 


liene por lo menos una raíz real. 
340. Demostrar, que la ecuación 


tgr=zx 


biene una infinidad de raices reales, 


Capitulo IJ 
DIFERENCIACION DE FUNCIONES 


). Gáleulo directo de derivadas 


1%. Incremento del argumento e incremento de la 
función. Si z y z,¿ son valores del argumento z, mientras quo y=f (x) 
e yy =f (x,) son los correspondientes valores de la función y=/Í (2), 


Ar=x,—z 
se llama incremento del argu nento x en el segmento [x, x,1, y 
Ay=Y1—Y, 
O sea, 
dy =$ (21)—] (1) =f (24-Azx) —] (2) (1) 


recibe el nombre de incremento de la función y en este mismo segmento |x, x-,] 
(fig. 11, dondo Ar=374 y Ay=AN). La razón 
By 


2 ee 


representa cl coeficiente angular de da secante MN de la gráfica de la 


Fig. 11 


función y=f(x) (fig. 11) y se Jlama velocidad media de variación de la fun- 
ción y en el segmento (x, z+Ax). 
Ejemplo 1. Para la función 


y=x*—ur+6, 
calcular Ax y Ay, correspondientes a las siguientes variacionos del argumento: 
a) desde z=1 hasta x=1,1; 
b) desde z=3 husta z=2. 
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Solución. Tenemos: 
a) Az=1,1—1=0,1, 
Ay == (1,12—5.1,1 +56) (12 —5.1-+6) = —0,29; 
b) Aru=2aido—!, 
Ay = (22—5.2+ 8) — (32—5.3+4-6) =0. 


Ejermplo 2. Hallar, para la hipérbola y=, el coeficiento angular 
do la secante que pasa por los puntos, cuyas abscisas son z=3 y z,=10, 


Solución. Aquí A2=10—3=7; ==: Y4= 


1 
E 


co, E Por consiguiente, k=—== 2 


22. Derivada. Derivada y' = E do la función y=f(x) con respecto 


al argumento x= se llama al Jímite de la razón 2, cuando Az tiende 
a cero, es decir 


Ay 
y! = lim —-, 
E Ax+0 AL 


si dicho Jímite existe. 
El valor de la derivada nos lo da el coeficiente angular de la tangonte 
MT a la gráfica do la función y=f(x) en el punto z (fig. 11): 


y =tg p. 
La operación de hallar la derivada y” recibe el nombre du derivación 
de la función, 
La derivada y' =f' (2) ropresenta la velucidad de variación de la función 
en el punto «. 
Ejemplo 3. Hallar la derivada de la función 
y = 22, 
Solución. Aplicando la fórmula (1) tendremos: 


Ay=(2+ 40) —22=2xAx +(47)? 


Ay 
o — =2r+ Az. 
Por consiguiente, 


os ; a 
= lim ——= lim (2z + Az) =2zx. 
y Ax-»0 a + ) 


3% Derivadas laterales. Las oxpresiones 


f(2+4z) —] (x) 


te MEE 


( (2) lim [ETNIA 
id Áx>s>+0o + 
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se llaman respectivamente derivadas a la izquierda o a la derecha de la fun- 
<ión f(x) en el punto z. Para que exista f' (2) es necesario y suficiente que 
[2 (2) um f, (2). 
Ejemplo 4. Hallar f- (0) y f; (0) para la función 
f()=|zl. 
Solución. Por definición, tenemos que 
ANI |Az| 
f. (0) = llm A 


Ax=>—0 


¿ Az | 
Í, 0 = l 1111 LAzl y 
Pl ) Pda Az 


4%. Derivada infinita. Si en un punto determinado tenemos que 


o fr Ar)— f(x) 
lin =——2 == 00, 
Ax» (0) Áz 
se dice, que la función continua f(x) tiene derivada infinita en el punto z. 
En este caso, la tangente a la gráfica de la función y=f(x) será porpendi- 
cular al eje OX. 
Ejemplo $3. Hallar /' (0) para la-función 
Sr= 
y==y Z. 
Solución. Tenemos: L 


yA _ 


dm == >= 
Ax Ax>0 y Az? 


f" (0)= lim 
áx>0 

341. Hallar el incremento de la función y =x?, correspondiente 

al paso del argumento: 

a) do z=14 a x,=2; 

b) de z=1 a x,=1,f; 

c) de z=1 a x,=1+04. 

342. Hallar Ay para la función y=Y 12, si: 

a) z=0, Azx=0,001; 

b) 1=8, Ax = —9; 

c) z=a, Azr=h. 


343. ¿Por qué, para la función y=2x-+3 se puede determinar 
el"incremento Ay, conociendo solamente que el incremento corres- 
pondiente es Ár=5, mientras que para Ja función y=x* no puede 
hacerse lo mismo? 


344. Hallar cl incremento Ay y la razón aL para las funciones: 


a) ==" cuando z=4 y Az=0,4; 
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b) y=V zx cuando z=0 y Az=0,0001; 
c) y=1gx cuando z=-100.000 y Ar = —-90.000. 


340. Tlallar Ay y -L , correspondientes a la variación del argu- 
inento desde zx hasta z--Azx, para las siguientes funciones: 


a) y=ar=b; d)  y=Vz; 


b) y=2", e) y=2"; 
c) ya; f) y=]1nz. 


346. Hallar el coeficiente angular de la secante a la parábola 
y=2r—a?, 
si las abscisas de Jos puntos de intersección son: 
a) 2, =1, t2=2; 
b) 2,1, z2¿==0,9; 
c) a =1, zm=1+A. 


¿Hacia qué Jímite tiende el coeficiente angular de la secante 
en el último caso, si h-—= 0? 

347. ¿Cuál es la velocidad media de variación de la función 
y=zx* en el segmento 1<r<4? 

348. La ley del movimiento de un punto es s=2(2+4+3:+5, 
donde la distancia s se da en centimetros y el tiempo £, en segun- 
dos. ¿A qué será igual la velocidad media de esle punto durante 
al intervalo de tiempo comprendido entro t=1 y ¿=5? 

349. Hallar la pondiente media de la curva y=2* en el seg- 
mento 1 <zx<b. 

350. Hallar la pendiente media de la curva y=f (zx) on el seg- 
mento [z, z4-Az)]. 

391. ¿Qué se entiende por pendiente de la curva y= f(x) en un 
punto dado z? 

352. Definir: a) la volocidad media de rotación; b) la velocidad 
instantánea de rolación, 

353. Un cuerpo calentado e introducido en un medio cuya 
temperatura sea menor, se enfría. ¿Qué dehe entenderse por: a) ve- 
locidad media de enfriamicnto; b) velocidad de enfriamiento en un 
momento dado? 

354. ¿Qué debe entenderse por velocidad de reacción de una 
substancia en una reacción química? 

335. Sea m=f(x) la masa de una barra heterogénea en el 
segmento [0, x]. ¿Qué debo entenderse por: a) densidad lineal media 
de la barra en el segmento [x, + Az]; hb) densidad lineal de la 
barra en el punto z? 
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356. Hallar la razón A para la función y=, en el punto 
x=2, si: a) Ar=1; b) Ar=0,1; ec) Ar=0,01. ¿A qué será igual 
la derivada y” cuando z= 2? 

397**, Hallar la derivada de la función y=tgx. 


358. Hallar y' = lim pa para las funciones: 


Ax->0 Ar 
a) y=2%; 0) y=V z; 
b) y==>; d) y =ctg z. 


359. Calcular f' (8), si f(1)=V z. 
360. Hallar F (0), (1) y F (Q), si (o) =x(x—1) (1—2). 


361. ¿En qué puntos la derivada de la función f(x)=x* coin- 
cide numéricamente con el valor de la propia función, es decir, 
f(x) =$ (x)? 

362. La Jey del movimiento de un punto es s=5%, donde la 
distancia s viene dada en metros y el tiempo Z, en segundos. Ha- 
llar la velocidad del movimiento en el instante t =3. 

363. Hallar el coeficiente angular de la tangente a la curva 
y =0,1x*%, trazada en el punto cuya abscisa es =2. 

364. Hallar el coeficiente angular de la tangente a la curva 
y=senz en el punto (11; 0). 


865. Hallar el valor de la dorivada de la función f(x)=-— 


en el punto 2= xp (295€ 0). 
366*. ¿A qué son iguales los coeficientes angulares de las tan- 


4 - » 4 
gentes a las curvas y=-3 0 y =x*, en el punto de su intersección? 


Hallar el ángulo entre estas tangentos. 
367**, Demostrar que las siguientes funciones no tienen deri- 
vadas finitas en los puntos que se indican: 


a) y=vV xi en el punto z=0; 


b) y=yYz1—1 en el punto 2=14; 


c) y=|cosx| en los puntos == a (E=0, +1, +2, ...). 


2, Derlvación por medio de tablas 


1”, Reglas principales para hallar la derivada. Si a 
es una conslante y u=mq (1) y v=wY (x) son funciones derivables, se tíone: 


1) (0) ==0; 3) (uo =w' +0”; 
2 (1) =1; 4) (0u)' =cu”: 
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5) (un) =u' von; 6) (+) o (v 0); 
p oy cu” ] 
1) (E) a (v == 0). 


2. Tabla de las dorivadas de las funciones princi- 
PO 


(21) mnen=i, X11. (e%) mu 0%, 
¡AVIV ==Ls Es XI (n= (2>0). 
2 Yz E N 
— PO A 
Ll. (sen x) =c0s zx. X1V. (logg 2) a 
(2 >0, a >0). 
IVY. (cos 2)' =: —Sen 2. KV. (sh 2) =ch z. 
v. (ga XVI. (ch x)' =3h z. 
des 1 A. 
VI. (ctg x) er XVI. (th x) = m7 * 
ene soe 1 E 1 
VI. (arcsen 1) == XVITI. (cth xy = 7 + 
(121<14) 
| 4 
VIH. (arecos 2)' e: — ——_—— XIX. (Arsh zx)” A 
( ) Via ( ) VIT 
KMESI E 
E. (arctg 1) “11% : XX. (Arch z) “Ja 
y Uzp>D. 
X. (arcctg z) a XXI. (Arth x) 7 
¡l=l< 1). 
XI. (ar) = ar In a. XXXII. (Arcth xy = — $114 
(|x1> 0. 


3". Regla para derivar las funciones compuestas. 


Si y=](u) y u=0Qq(x<), es decir, y=f[qp (x)], donde las funciones y y u 
tienen derivada, so tiona 


Ya =Y ¡Ue (1) 
o en otras notaciones 
dy _ dy du 
de du de" 
Esta regla puedo aplicarse a cadonas de cualquier número finito de funciones 
derivablos. 
Ejomplo 1, Hallar la derivada do la función 


y = (12-27 4-3)5, 


Solución. Haciendo y==u5, donde u=zx*—22-+3, de acuerdo con 
ln fórmula (1) tendremos: : 


y" =(u6),, (12— 224-3),,= 541 (222) =.10 (2 —1) (12— 22 4 3 
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Ejemplo 2. Hallar la derivada de la función 


Solución. Haciendo 


hallamos 


363. y= apa 
370. y=axr + bx+c 
371. y= 

372. y=al" +bi"+”. 
373. E 
374, y==+1n2 


y =u3; 


y =sen 4r, 


E = $01 »; 


v=4rY, 


y' =31u3.c08 v:4= 12 sen? 4x cos áx. 


Hallar las derivadas de las siguientes funciones (en los N% 368—408, 
no se emplea la regla do derivación de funciones compuostaus): 


Á. Funciones algebraicas 


. y =13—41r*427— 
0,dz*. 


3. 


5 
3159. y =3128—2124 207, 


376%. y=x Y x. 


377. y = 5 EN 


2 
3 


paca 
378. y= e l 

379. == 
380. y ==. 
381. y= a 


B. Funciones trigonométricas y circulares inversas 


y = tg x—Ctgz. 
_ SONIA COS 7 
— sen Z—C0S z * 


. y=2tseni—(t*— 


. Y =55enZ-3Cc08z. 


2) c0s £. 


389. y 


386. y =-arctg +4 arcctg z. 
387. y +xctg zx. 
388. y =xaresen z. 


(1/22) arctg x—z 
ESO ii . 


€. Funciones exponenciales y logaritmicas 


390. y =x?:e*. 

3H. y=(2— e”. 

392, y=7 

393. y == 

394. f(x) =e* cos zx. 
390. y =(1*—21+ 2) e”. 


396. y =e* arcsen z. 
397. y= E. 
398. aa 
399. y==+2Inx—2 

400. y=Inzxlgr—Inalog, x 
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D. Funciones hiperbólicas e hiperbólicas inversas 


401. y=zuxsh zx. 405. y =arctg x— Arth z. 
402. y=— : 406. y =arcsen z Arsh z. 
403. y=thx—x. 407. y= 2592. 
40%, y=A002. 408. y=LBz. 


E. Funciones compuestas 


Hallar las derivadas de las siguientes funciones (en los N”* 
409—466, es necesario aplicar la regla para derivar funciones 
compuostas de un argumento intermedio): 

409**, y=(1 4- 3x— 5239. 

Solución. Designemos 1+3z—512*=u; entonces y=u%, Tendremos: 

y; =30u%9, u. =3— 101; 
y, =3042 .(3— 402) =30 (1-4 3z— 522)2P.(3—102). 
_ faz+by* 

410. y=() 

414. f(y) =(2a+ 3by)?. 

412. y=(3+ 2131, 


3 1 a 
43 == a ARTE 


414. y=V 1—z?. 
415. y=vV a+ das, 
416. y=(as— ata”. 
417. y =(3— 2sen x)?. 


Solución. y'=5(3—2 sen 2)1-(3— 2 son 2)'==5 (3 —2 sen 2)+(—2c03 1) == 
= —10 cos zx (3—-2 sen :)?. 


418, y=tgr—htgr+ teo. 
419. y=V ctg —V ctg a. 

420. y=2x+05c08 zx. 

421%. x=cosec? ¿ + sec3£. 


¿ 1 
422. f(x) = TE U=3cC0s ayi . 
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123. yt 


U= Foz cosz" 


] / 380n z—2c03 x 
425, y = AT E . 
a 1 
425, y=y sentí +37 . 
426. y=VY 1 + arcsen z. 
427. y =V arctg r— (arcsen z)?. 
1 
428. Y arctgz A 
429. y=Vict+z. 
430. y=yY2—2+1+4lnxz. 
431. y =3en 3z + cos + teV z. 


: , ñ DE EZN 1 , 

Solución. y"=c08 32-(37)' —sen y (5) tv (Y 2)'=3 cos 3x — 
Z bl 

EM Vi 

432. y =sen(2*—52+1)+ tg. 

433. f(x) =C0s (az + P). 

434. f (t) = sen t sen (t + q). 


1 +c0s 27 
t A A OT 
439. Y = o 


436. f(1)=actgH. 


437. y= — > cos (9x?) — cos x?. 
438. y =arcsen 21. 
Solución. y ===" (220)'= A. 
V1—(21)2 VI 42? 
439. y =arcsen = . 446, f (1) =¿sen2". 
440. f(x) =arccos Y z. 447. y =arecos e”. 
441. y =arctg —. 448. y=1n (2147). 
442. y—arcetg e : 449. y=1g sen z. 
443, y =5e-*, 450. y=1n (1—a?). 
44h. U==5 451. y=10*2—1n(1n2). 


445. y= ad 10 
4 -1016 
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432. y =1n (e* 4- 5 sen x — 4arcsen 2). 
453. y =arctg (in 2) + 1n (arctg 2). 
454. y=Vlnz+1+In(V +1). 


E. Funciones diversas 


455**, y=sent dx cos. 
11 4 
496. Y= —3 IET ZA: 
45 10 1 
407. y= ABI TIE ZA — 3)" 
438. Y= UTA 
459. y AL 
x 
460. IS a Vara . 
qa 
461. y= 


3 VE 
462. =>5 Vir Poyar ay qe + y z. 


463. y=3 VU FAY ED 
41/71 

464. 3 +2 . 

465. y=x* (a —24*)?. 


466. y= a+ba? y | 


rd 


+7 os E Fo 
468. y=(a+x) Y a—z. 
469. y=V (2+a) (14) (14 -<). 
470. z= V y+ Vy. 
47. (0) = (2141) (3142) Y 3142. 
1 


472. == ===, 

1472. x VA 

473. y=In(Y1+e*—1)—In(V1+e*+1). 
474. y= 008" z (3cos* —5). 


475. 
476. 
477. 


478. 
479. 


480. 
4841. 


Derlvación por medio de tablas 


_ (tad x—1) (tgt +10 tg2 z 4-1) 
y 3tlz ; 
y= tg óx. 


1 3 
y =-y sen (z”). 
y = sen? (£3). 
y =3 sen xcos? 7 +sen? zx. 


y=>3 tg —tgz+ E 


COS z 44 
AA E ER . 
y 3senvx*?* 3 ctg dl 


482. y=V asen z+ f cos? z. 
483. y =aresen z* -- arccos x?. 
484. y= 5 (arcsen 2)? arccos z. 
PE 
485. y=arcsen E : 
486. y =aresen —==— . 
y Vi + si 
487. sz arccos z ¡ 
] i Vi—x2 
488. y =—L_aresen (2 V 2) 
== y ==) 


489. 
490. 
491 
492. 


493. 
494. 


495 


496. 
497, 
498. 


= Vat yl EA 
y =V a?— a? + a arcsen a 
=4V ni. y2 a 
y =2Y ai—224 adareson— . 
y =arcsen (1 — a) + V 2x— aí, 
4 a A 
y= (7 —3) aresen Y x 4373 V2-2. 


y = In (arcsen 52). 


y =arcson (in x). 
—arct T SCI O 
y=> 613 cosa * 
5 lg F+4 


2 
y = 3 a10tg ———— » 


y = 3b* arcte V=. — (3b 4 22) Y bz —a*, 


y = —V 2 arcctg = —z. 


V 
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499. y = y en 

9300. y =esentzx, 

501. F (1) =(2ma"* + by?. 
502. F (1) =e*%! cos Be. 


503. y = (a son cd Pe e Pz) e 


504. y = 0 e* (3 sen 3z— cos 3x2). 
90d. y=x*a-*, 
506. y=Y cosa Yeosx 


ctgW 


$507. y=3 

508. ye inastede) 

509. y=1n(2+ Y a? + 22). 

510. y=1x—2V 1+21n (1 + Y 2). 

511. y=In(a+1x4 Y Zaz + 2?). 
1 


512. Y=1027 . 
513. y=Incos iZ. 


E (1 —2)5 
514*. y = In ED ó 


y EP 


916. y= — == +l1n tg z. 


517. y=>3 Y Er (14 Y Ta). 
518. y =1n In (3— 227). 
919. y=51n* (az +0). 


¡VB at 2 
520. y = arm. 


521. y =-5 In (22— a?) +37 11m 


¿sen? a z 


xz—a 


r+a” 
522. y=x-sen (Inz—F). 


4 z 4 cosz 
523. y=>35 Inte ==> 57. 


324. 


920. 
926. y 


327. 


928. 


929. 
330. 


331. 


932. 


333. 


334. 1 
330. 


536. 
537. 


338. 


939, 
540. y 


JA, 


D4Z. 1 
43. 
44. 


343. 


Derivación por medio de tablas 


Ho) =V HF 1 In EA 
28m Zap 1 

atado” 

= 298ende 1 (4 — arecos 31)?. 


y=>3 In 


Senax 


1 sendar 
"COSsbx A 
y= 3 +3 3 cosibz ' 
y==51n 


VE +24 V3 
y =arctg In z. 
y = In arcsen + 5 1n? x + aresen in z. 


4 
y =arcig in+ a 


2 zx 4 z—1 
y=-3 arg 74 in ETT 
y = In HE ai AE +2 arctg di z. 
Mea 
ni a 


Ha) = cipal E 


Ha) = z a e via A. 
pei 


vi 
y=sh2x, 
y=e" ch Pz. 
y =1h3 2z. 

= 1n sh sá 
y= Arsh = = . 
y = Arch ll Sib 


y = ÁArth (tg 2). 
y = Arcth 8 x). 


y= Arth Fa z> 


1 
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Í 1 
346. y=>3 (1* —1) Arth zx -+ y z. 


947. y=(50+23) Arshe—Z2Y TFR, 
548. Hallar y”, si: 
a) y=|z|; 
b) y=x]x|]. 
Construir la gráfica de las funciones y e y”. 
$49. Hallar y', si 
y=1n|x] (1%0). 
530. Hallar f' (x), si 
Í—ezg cuando <0, 
Ho=| a 
e cuando >>0. 
551. Calcular f' (0), si 
f (2) =e"*cos 3x, 
Solución. f' (1) =e* (—3 sen 37) —e-* cos 3x; 
FP" (0) ==e0 (—3 sen 0)— e cos0= —Í. 


552. f (1) =1n (1 + 3) + aresen y . Hallar f' (1). 


TL dy 
553. y = tg" . Hallar ()._, : 


554. Hallar f, (0) y f2(0) para las funcionos: 
a) f (1) =Y son (23); 


2_g2 
hb) f(x) = arcsen A : 


o) 1)=—, 240; (0) =0; 
14 e% 
d) f (a) =2*sen—H, x=0; f (0) =0; 


e) f()=xsen—, z==0; f(0)=0. 
555. Dada la función f(x) =e"*, hallar f (0) +xf' (0). 
556. Dada la función f (2) =V 1+z, hallar f (3) + (2—3) f (3). 


557. Dadas las funciones fíxj=tgx y Q(x)=1n(1—x), 


1" (0) 
hallar "HOYA 
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98. Dadas las funciones f(r)=1—zux y p (2) =1 —sen $ ; 
hallar - 7 l 

559, Demostrar que la derivada de una función par es una 
función impar y la de una función impar, es par. 

560. Demostrar que la derivada de una función periódica es 
uña función también periódica. 

561. Demostrar que la función y=xe"* satisface a la ecuación 
zy =(1—x) y. 


aa 
562. Demostrar que la función y=xe * satisface a la ecuación 
ay" =(1—2%) y. 


963. Demostrar que la función y=> 


_—_——_— gatislace a la 
Loria 


ecuación 2y” =y (y 1n z—1). 


F, Derivada logarítmica 


Se llama derivada logarítmica de una función y=f(z), a la dorivada del 
logaritmo de dicha función, es decir, 


Un y =£=E2. 


La logaritmación previa de las funciones facilita en algunos casos el 
cálculo de sus derivadas. 


Ejemplo. lMallar la derivada de la función exponencial compuesta 
y=u, 
donde u=0Q (2) y v=yv (z). 
Solución. Tomando logaritmos, tendremos: 
ln y =w ln u. 
Derivando los dos miembros de csla igualdad con respecto a z 
(In y'=0'InuHb (nu), 


0 
1 
q 1 ms p! lnuqo—u, 
de donde 
y=y (9 inu+ Zu), 
o sea, 


y! =u" (» la Uh — ue) A 


9564. Hallar y”, si 


ar iu 
y=y x* 172 sen? z cos? x. 
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Solución. In y= laz + in (12) Im (1 + 22) 4-3 In sen +2 1n cos z; 


10, ,_241, (1) 27 1 2£0Nn x 
y? =3 + 13" Tar? Osa 


de donde 


? 


y =0 li 1 +3cg0—2tg2) 
365. Flallar y', si y =(sen zx)”. 

Solución. Iny=z ln sen q; —y' =In son +2 ctga; 

y? = (sen z)* (In sen z+z ctg 2). 


Hallar y”, tomando previamente logaritmos para la función 


y=f (2): 
566. y =(2+1)(27+1) (32+ 1). 574. y=VY 1. 
y 0 E Ci) API 575. y=2V2, 


IEA 


568. ya y HERA. 576. y=a”. 


8/37 

569. u==V 7 - 577. y =a0nz 
ass (z —2)9 _ senx 
570. y a 578. y=(cos 2)". 
a Vzi—1 _ 1 x 
571. EVE 579, y=(1++5) 
572. y=**. 580. y = (arctg z)”. 


573. y=x", 


$ 3. Derlvadas de funclanes que no están dadas explicitamente 


4Dorivada de la función inversa. Si la derivada 


de la función y =f(z) esjy +0, la derivada de la función inversa 


x= 


f“Uy) será 


e! <— ar 


O Sta, 


Y A 
de 
dy dy ' 


di 
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Ejemplo 1d. Hallar la derivada Lys Si 


y=zt+!inz. 
+1 


Solución. Tenemos y =t+ts a 


; por consiguiente, 


a E 
Y pi" 
2”. Derivadas de funciones dadas en forma paramé- 


trica. Si la dependencia entre la fención y y el argumento z viene dada 
por medio del parámetro t 


Z 


O 
y =p (5, 
se tiene, 
, Y 
== 


o con otras notaciones, 


Ejemplo 2, Hallar Y, si 


[ z=acosi, 
y =a gen f. 


Solución. Hallamos == —a sen t y lo cost, De aquí quo, 


3%. Derivada de la función implícita, Si la dependencia 
entro z e y viene dada de forma implícita 

F (z, y) =0; (1) 

para hallar la derivada y, =y”, en los casos más simples, bastará: 1) calcular 

la derivada con respecto a x del primer miembro de la ecuación (1), consi- 

derando y función de z: 2) igualar esta derivada a cero, es decir, suponer que 

d 
FF. y) =0, (2) 


y 3) resolver la ecuación obtenida con respecto a y”. 
Ejemplo 3. Hallar la derivada y, si 
234 y3—3azy =0. (3) 


Solución. Calculando la derivada del primer miorabro de la igual- 
dad (3) o igualándola a cero, tendremos: 


3114 3y2y" —38 (y+xy")=0, 
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de donde 
, ray 
Y Fog — yo 

981. Hallar la derivada z,, si 
a) y =321+42*; 
h) y =2—-y Sen; 
c) y =0,117+.e*"?2, 

._ dy 


Calcular la derivada y == do las funciones y siguientes, 
dadas en forma paramétrica: 
589. | == 2— 1, 
y=8. 
+ 
141? 
583. a 
la ER ( Y ) 
(x= 20t 
A Ape 
084, _ a (1-22) 
VW == 
d 3nt 
14? 
585. | Emi 
Y = 1 
A lz=V 2, 
586. | 9/7 
Ly=Y £ 
r=V2+1, 
587. A 
VETA 
588. z=a(cost + ¿sen !t), 
y = a (sen ¿ —£cos 1). 
E 2 
589. o £, 
y = bsen? £. 


¡z=acosif, 
ly =bsen3z, 
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( cogd + 
Ma 
COS 
591. 4 ds uds 
Y cos2t 
[ 2 =arccos , ; 
592 Vie 
i ¿ 
= arcse a 
17 á “Ya 
x=ert, 
593. So 
y e 
l z=a Inte >-+c0s ¿ —sen 1 ] 
394. 2 


y = a (sen il 4-C0S 1). 


395. Calcular Ll para ¿=-5, si 


2 
| x=au (t —sen £), 
y =4 (1 —cos 1). 
sen — 
Socios ea PS DA. (E) a 
dx  a(í-—cos!) 1 —-—cos t de xt 1 
== — 4 — 0038 = 
2 2 
. x=llnt, 
596. Hallar o para 2=14, si Int 
==. 
de n  _fu=e' cost, 
597. Hallar — para =>, si ¿ 
di 4 y =€' sen í. 


598. Demostrar que la función y, dada por las ecuaciones 
paramétricas 
x= 2t 438, 
y=12-4 288, 
satisíace a la ecuación 


(e) +2 (ae) 


599. Para x=2 se cumple la igualdad 
E A Y 
¿Se deduco de ésto que 
(1?) = (22) 
para T= 2? 
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600. Sea y = Y a?—ut. ¿Se puede derivar miembro a miembro 
la igualdad 


y? + y? = q? 


Hallar la derivada y = de las siguientes funciones implí- 


d 
Citas y: 


601. 27 --5y +10 =0. 612. arctg (1 +y)=x. 

BP 613. el = l 
602. F+p=1 e sii 
603. 34 y=a2, 614. Inz+e *=c. 
edi a ol 615. Iny+37=0. 
606. PAY =Yy a, 616. arctg-¿=-y ln (1? + y”. 

z— y 2 UN Y. 
607. 1 é 617. Vi + Y carctg PR 
608. y —0,3sen y=x. 618. x" = y?. 
609. acos? (1 4- y) =b. 619. Hallar y” en el punto 
610. tg y =xzy. M (151), si 
2y =1 + xy. 


611. zy +arctg — ¿ 


Solución. Derivando, tenemos: 2y'=y3+3zxy2y". Haciendo z=1 e 
y =1, obtonemos 2y' =1+3y*, de donde y' = —1. 


620. Hallar las derivadas y” de las funciones y, que se dan a conti- 
nuación, en las puntos que se indican: 

a) (1+ y) =27 (—y) cuando z=2 e y=1; 

b) ye? =e**L1 cuando =0 e y=1; 


c) y =x+ In 2 cuando x=4 e y=1. 


$ 4. Aplicaciones geométricas y mecanicas de la derlvada 


1?, Ecuaciones de la tangente y de la normal. De la inter- 
pretación geométrica de la derivada se deduce, que la ecuación de la tangente 
a la curva y=f(x) o F (z, y)=0 on el punto M (Zo, Yo) es: 


y — Yo == Yo (2 — zp), 


dondo y, es el valor de Ja derivada y” en el punto M (zp, Yo). La recta, 
orpondicular a la tangento, que pasa por el punto de contacto de ésta com 
a curva, recibe el nombre de normal a dicha curva. Para la mormal tendre- 
mos la siguiente ecuación: 


— Zo + Yo (Y —Yo) =0. 
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2%. Angulo entre curvas. Por ángulo formado por Jas curvas 
y == f, (1) 


y = fa (2) 
on 8u punto común Mo (Zo, Yo) (fig. 12) se ontiende el ángulo (y que forman 


«ntre si las tangentos a estas curvas MA y MoB en el punto Mo. 
Por la conocida fórmula de Geometría Analítica obtenemos: 


fa (20) —fi tz) 
1+ $1 (0) fa (Zo) 

3”. Segmentos, relacionados con Ja tangente y la nor- 
mal, para el caso de un sistema de coordenadas roctan- 


gulares. La tangente y la normal determinan los cuatro segmentos 
Siguientes (fig. 13): 


o 


tg o = 


t==T7M, llamado segmento tangente, 
S¿=TPK, subtangente, 
n=NM, segmento normal, 
Sn =XKN, subnormal. 
Como KM=|yol y te p=yo, se tiene 


=10=| 2/10 |; 
n=NM=| yo Vi+ (40) |: 

Yo ; 
s:=7k=|Y : Sn=)Yov0l. 


4%. Segmentos, ralacionados con la tangento y la 
norma), para el caso do un sistema do coordonadas po- 
lares. Si la curva viene dada en coordenadas polares por la ecuación 


Fig. 12 Fig. 13 


ru f(p), el ángulo u, formado por la tangente M7 y el radio polar r=0M 
(fig. 2%, se determina por la Córmala Siguiente: ] e 


dp P 
iia 


La tangente MT y la normal MN en el punto M, Junto con el radio polar 
del púnto de contacto y la perpendicular a dicho radio trazada por el 
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polo O, determinan los cuatro segmentos siguientes (véase la fig. 14): 
t=MT, segmento de la tangente polar, 
n=MN, segmento de la normal polar, 
S¿=0T, subtangente polar, 
Sn == ON, subnormal polar, 
Estos segmentos se expresan con Jas siguientes fórmulas: 
p2 


E POE A 790 1 [rm xa» A no a 
i=MT= [777 Vr + (5); S¿= 01 =TPT * 
n=MN =V r?+ (r); Sa=0N =]r |. 
621. ¿Qué ángulos q forman con el eje OX las tangentes a la 
curva y=zx—«u?* en los puntos cuyas abscisas son: a) z==—0; 
hb) z=1/2: c) r=1? 


Solución. Tenemos y'=1—2z7. Do donde: a) tgp=1, q=45"; 
b) te p=0, p=0"; e) tg p= —1; p=135" (fig. 15). 


135" 


1 
2 
Fig. 14 Fi 


g. 15 


622. ¿Qué ángulos forman con ol eje de abscisas, al cortarse 
con éste on el origen de coordenadas, las sinusoides y=senz 
e y=sen 2x? 

623. ¿Qué ángulo forma con el eje de abscisas, al cortarse 
con éste en el origen de coordenadus, la tangentoido y =tg x? 

624. ¿Qué ángulo forma la curva y=e%%%* con la recta x=2 
al cortarse con ella? 

625. Hallar los puntos en que las tangentes a la curva y= 
= 3at 41? —121? 4-20 sean paralelas al eje de abscisas. 

626. ¿En qué punto la tangente a la parábola 


y=x2—Tr+3 


es paralela a la recta 524 y—3=0? 
627. Hallar la ecuación de la parábola y=x*+bx+c, que es 
tangente a la recta x-=y en el punto (1; 1). 
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628. Determinar el cocficiente angular de la tangente a la 
curva 1234 y8—zy—7=0 en el punto (1; 2). 
629. ¿En qué punto de la curva y?=2x8 la tangente es per- 
pendicular a la recita 41—J3Jy+2=0? 
630, Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la parábola 
y=Vo 


en el punto cuya abscisa 0s x=4. 


Solución. Tenemos AEVES de aquí que, el coeficiente ungular 
L 


1 
de la langento será k=[Y ly=4 "q" - Como el punto de contacto liene las 


1 
coordenadas 3==4 e y=2, la ecuación de la tangente es y—2=-7 (1—4), 


o bien, z—4y+4=0, 
En virtud de la condición de perpendicularidad, el coeficiente angular 
de la normal es: 
ky = — ds, 
de donde la ecuación de la normal es 
y—2=-—4(2—á4), o bien, 4r+y—18=0, 


631. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la 
curva y=x%+212—4x2-3 en el punto (—2; 3). 
632. Hallar las ecnaciones de la tangente y de la normal a la 


Curva 
y=Vx—1 
en el punto (1; 0). 


633. Hallar las ocuaciones de las tangentes y de las normales 
a las siguientes curvas en los puntos que se indican: 
a) y=tg2x en el origen de coordenadas; 


b) y =arc sen [E en el punto de intersección con el ojo OX; 


c) y =arccos 3x en el punto de intersección con el eje OY; 
d) y=1inx en el punto de intersccción con el eje OX; 
e) y=e1-** en Jos puntos de intersección con la recla y= 1. 
634. Escribir las ecuaciones de la tangento y de la normal a 
la curva 
1+£ 


E Y 


3 1 
| Y=30 Tap 
en el punto (24; 2). 
635. Escribir la ccuación de la tangente a la curva 
c=icost, y =£Esent 


en el origen de coordenadas y en el punto t=F. 
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636. Escribir las ecuaciones de la tangente y de Ja normal a 
la curva 2? y?42x—6=0 en el punto cuya ordenada es y=3. 

637. Escribir la ecuación de la tangente a la curva a5+y5— 
—2xy =0 en el punto (1; 1). 

638. Escribir las ecuaciones de las tangentes y de las normales 
a la curva y =(x—1)(x—2)(x—3) on sus puntos de intersección 
con el eje de abscisas. , 

639. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a 
la curva y! =4x*--6zxy en el punto (1; 2). 

640*. Demostrar que el segmento de tangente a la hipérbola 
ry =a*, comprendido entre los ejes de coordenadas, está dividido en 
dos partes iguales por el punto de contacto. 

641. Demostrar que cn la astroide x%a + y?/3 — a?/s el segmento 
tangente, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene magni- 
tud constante e igual a a. 

642. Demostrar que las normales a la envolvente de la circun- 
ferencia 


z=a (cosi +£sent), y=a (sen ¿ —icos1) 


son tangentos a la circunferencia 2*+ y?=a?. 

643. Hallar el ángulo de intersección de las parábolas 

y=(1—2) e y= —4+6xr—a*. 

644. ¿Qué ángulo forman entre sí las parábolas y=x*? e y=x? 
al cortarse? 

645. Demostrar que las curvas y=42*+2r—8606y=x%—zx+10 
san tangentes entre sí en el punto (3; 34). ¿Ocurrirá lo mismo en 
el punto (-—2; 4)? 

646. Demostrar que las hipérbolas 

zy=a? y a1—yi=b? 
se cortan entre sí formando un ángulo recto. 

647, Se da la parábola y?=4x. Calcular la longitud de los 
segmentos tangente, normal, subtangente y subnormal en el punto 
1; 2). 

: 648. Hallar la longitud del segmento subtangente de la curva 
y=2* en cualquier punto de la misma. 

649. Demostrar que la longitud del segmento normal a cual- 
quier punto de la hipérbola equilátera x?—y?=a? es igual al radio 
polar de dicho punto. 

650. Demostrar que la longitud del segmento subnormal de la 
hipérbola x?—y?=a?, en un punto cualquiera de la misma, es 
igual a la abscisa de dicho punto. 

651. Demostrar que los segmentos subtangentes de la elipse 


2 3 
+21 y de la circunferencia 1?+y2=a?, en los puntos de 
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abscisas iguales, son iguales entre si. ¿Qué procedimiento de cons- 
trucción de la tangente a la elipse se desprende de lo antedicho? 

652. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, 
subtangente y subnormal a la cicloide 


= 4 (t —sen £) 
y =4 (1 —cos t) 
en un punto cualquiera ¿= £y. 
653. Hallar el ángulo que forman entre sí la tangente a la 
espiral logarítmica 
r = aer 


y el radio polar del punto de contacto. 

654. Hallar el ángulo entre la tangente y el radio polar del 
punto de contacto para la lemniscata r? = a* cos 29. 

655. Hallar las longitudes de Jos segmentos polares: tangente, 
normal, subtangente y subnormal y el ángulo que forman entre 


sí la tangente y el radio polar del punto de contacto para la espi- 
ral de Arquímedes 


r=a 
en el punto de ángulo polar p=21. 
656. Hallar las longitudes de los segmentos polares: subtan- 


gente, subnormal, tangente y normal, y el ángulo que forman 
entre sí la tangente y el radio polar para la espiral hiperbólica 


r=< en un punto arbitrario P= Po; TF =Po- 
657. La ley del movimiento de un punto sobre el eje OX es 
2 =3i— E. 
Hallar la velocidad del movimiento de dicho punto para los instan- 
tes to=0; £,=1 y t¿=2 (z se da en centímetros; £, en segundos). 
658. Por el eje OX so mueven dos puntos que tienen respecti- 
vamente las leyes de movimiento 
x= 100 + 5£ 
y 


=>, 


donde ¿>0. ¿Con qué velocidad se alejarán estos puntos, el uno 
del otro, en el momento de su encuentro (x se da en centímetros; 
£, en segundos)? 

659. Los extremos de un segmento AB=53 m. se deslizan por 
las rectas perpendiculares entre sí OX y OY (fig. 16). La veloci- 
dad de desplazamiento del extremo Á es igual a 2 m/seg. ¿Cuál 
será la velocidad de desplazamiento del extremo PB en el instante 


51016 
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en que el extremo A se encuentre a una distancia OA=3 -m. del 
origen de coordenadas? 

660. La ley del movimiento de un punto material, lanzado en 
el plano vertical XOY (fig. 17), formando un ángulo «a respecto 
al horizonte, con una velocidad inicial v,, viene dada por las fór- 
mulas (sin tomar en consideración la resistencia del aire) 

2 

T = VgÍ COSA, y = vytsena— LE, 

donde t es el tiempo y g la aceleración de la fuerza de gravedad. 
HaJlar la trayectoria del movimiento y su alcance. Determinar 


Fig. 16 Fig 417 


también la magnitud de la velocidad del movimiento y su direc- 
ción. 

661. Un punto se mueve sobre la hipérbola y=2 de tal modo, 
que su abscigsa x aumenta uniformementé con la velocidad de una 
unidad por segundo. ¿Con qué velocidad variará su ordenada, cuando 
el punto pase por la posición (0; 2): 

662. ¿En qué puuto de la parábola y?=18x la ordenada crece 
dos veces más de prisa que Ja abscisa? 

663. Uno de los lados de un rectángulo tiene una magnitud 
constante a=10 cm, mientras que el otro, b, es variable y aumenta 
a la velocidad constante de 4 cm/seg. ¿A qué velocidad crecerán 
la diagonal del rectángulo y su área en el instante en que b=30 cm? 

664. El radio de una esfera crece uniformemente con una velo- 
cidad de 5 cm/seg. ¿A qué velocidad crecerán ol úroa de la supcr- 
ficie de dicha esfera y el volumen de la misma, cuando el radio 


sea igual a 50 cm? 
665. Un punto se mueve Sobre la espiral de Arquímedes 


?-*=aQ 
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(a =10 cm) de modo que la velocidad angular de rotación de su 
radio polar es constante e igual a 6% por segundo. Determinar la 
velocidad con que se alarga dicho radio polar r en el instante ei 
que r=25 cm. 

666. Una barra heterogénca 4B tiene 12 cm. de longitud. La 
masa de la parte de AM de la misma crece proporcionalmente al 
cuadrado de la distancia del punto móvil M respecto al extremo A 
y es igual a 10 g cuando AM=2 cm. Hallar la masa de toda 
la barra AB y la densidad lineal en cualquier punto M de la 
misma. ¿A qué es igual la densidad lineal de la barra en los 
puntos A y DB? 


$ 5. Derivadas de ordenes superlores 


19. Definición de las derivadas de órdenes superio- 
res. Derivada de segundo orden o derivada segunda de una función y=f(2) 
se llama a la derivada de su derivada, es decir, u 


y = (yy. 
La dorivada segunda se designa así: 
a. Ey » 
y 0 du? y of (2). 


pea . d? 
Si z=f(t) es la ley del movimiento rectilípeo de un punto, 7 es la uce- 
leración de dicho movimiento. 

En general. la derivada de orden enésimo de la función y=j(x) os la 
derivada de la derivada de orden (r—4). La derivada enésima se designa así: 


ya, o , 0 [0 (2). 


y 
dan 


Ejomplo 41. Hallar la derivada de segundo orden de la función 


y = In (1—-2). 
dd ' — 1 a —41 y 1 
Solución. v=7= 359 = (47) = 37 


_ 2. Fórmula do Loibniz. Si las funciones u=p(1) y v=wp(x) 
tienen derivadas hasta de orden enésimo inclusive, para calcular la derivada 
lets del producto de estas funciones puede emplearse la fórmula de 
Leibniz 


(Uy) Mu My + nu py? pH UR, 


3%. Derivadas de órdenes superiores de [funciones 
dadas en forma paramétrica. Si | 
o 
y =Y (1), 
se 
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dy , _dly 


ar pueden calcularse sucesivamente por 


sus dorivadas y. = 
las fórmulas: 


Ho, Uat 
Y YE l f 


Y 
Y, = => Vr = Un 


r Vx = z , etc, 
Para la derivada do a ordon se cumple la fórmula 
j Y — TY 
xXx 2,) 
' Ejemplo 2. Fiallar y”, si 
l T=Aa COS, 
y =b sen £. 
Solución. Tenomos: 
(bsen tj b.cost Dto 
q (acos t);  —asent AO 
y 
b b  —1 
; (ret): b 
qe (acost) —asent adgeni £ * 


A. Derivadas de órdenes superiores de funciones explicitas. 


Hallar las derivadas de segundo grado de las funciones siguientes: 
667. y=x2+T1=I3+ 4. 
668. y =e”?. 
669. y =sen? z. 
670. y=In y 1-2. 
671. y=1n(2+4+Y a +22). 
672. f(1)=(1 +x?)-arctg z. 
673. y =(arc sen x)*. 


674. y=ach= : 


675. Demostrar, que la función y E satisface a la 
ecuación diferencial 1-+y'?= 2yy". 
676. Demostrar, que la función y= => ate satisface a la ecua- 


ción diferencial y"— 2y'” +y=e*. 
677. Demostrar, que la función y=C,e* + Ce? para cual- 
quier valor de las constantes €, y C2 satisface a la ecuación 
y +3y' + 2y =0. 
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678. Demostrar, que la función y=e?sendx satisface a la 
ecuación y” —4y' + 29y = O. 
679. Hallar y”, si y =x%—5x*47r—2, 
680. Hallar f” (3), si f(x) =(2x— 3). 
681. Hallar yV para la función y=1In(1+2). 
682. Hallar yVY!? para la función y =sen 2z. 
683. Demostrar, E la función y=e”*cosxw satisface a la ecua- 
ción diferencial yV!-+4y=0. 
684. Hallar f(0), f 0) f" (0) y f” (0), si 
f(x) =e* sen z. 
685. La ecuación del movimiento de un punto sobre el eje OX, es 
zx =100+ 5 —0,001 £3. 


Hallar la velocidad y la aceleración de dicho punto para los 
instantes 
to =0; t,=1; ty = 10. 
686. Por la circunferencia 12? +y*=a? se mueve un punto M 


con una velocidad angular constante 0. Hallar la ley del movi- 
miento de su proyección M, sobre el eje OX, si en el momento 


Fig. 18 
¿=UÚ el punto ocupaba la posición My(a, 0) (fig. 18). Hallar la 
velocidad y la aceleración del movimiento del punto M,. 

¿A qué es igual la velocidad y la aceleración del punto M, en 
el momento inicial y en el momento en que pasa por el origen de 
coordenadas? 

¿Cuáles son los valores absolutos máximos de la velocidad 
y de la aceleración del punto M,? 

687. Hallar la derivada de orden n-ésimo de la función 
y =(azx+b)”, donde n es un número entero. 

688. Hallar las An: de orden n-ésimo de las funciones: 
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689. Hallar la derivada n-ésima de las funciones: 
a) y =sen 2; 

b) y :=c08 22; 

ca) y=e*, 


d) y=IH (123), 


o 
AI 


e e 

pu= =>; 
g) y =sen? x; 
h) y = In (az + )). 
690. Empleando la fórmula de Leibniz, hallar y(”), si: 
a) y =x-e; 
Dd) y =1?%.e*; 
c) y=(1-—a? cos x; 
d) y= 14 , 

T 


e) y=x* nz. 
691. Hallar (0), si f(2) =ln 7 


Derivadas de órdenes superiores, de funciones dadas en forma 


galas a de funciones implicitas. 


las funciones siguientes: 


pon t, x=urctg i, x= arcgsen i, 
692. : BA: 
di a a ) A 
693. a) l T=A4 COS l, Are ln 
¡=a sent, y =4a (1 —cos £); 
2 A t, x= a (sen ¿—icost), 
= a sen? ?; y =a (cos £ + £ sen £). 
= 008 21, z=arctg!, 
694. a) OO 695, yl, 
y =sen? £; => 1%: 
r=e% z= Inf, 
kl | y=.e". Ñ | == 
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x=e' cost, 


d2x - 
6. Hi ' 
696. Hallar dy Y | y =e'sen £. 
dy La y jzi=in(t+4), 
697. Hallar 7 para £=0, si | y=1%, 


698. Demostrar que y, determinada como función de z= por 
las ecuaciones z=seni e y=aet V2 + be-t V2, satisface a la ecua- 
ción diferencial 


(1— a) Ly LL = 2y 


cualesquiera que sean las constantes a y b. 
d3 Doa ; 
Hallar y == para las siguientes funciones: 


699. ts 
y =tg £. 
z=e" cost, 
700. 
y =e' sent. 
Ll 
701. e : 
y =8?. 


? = É, 
702. Hallar 2 IM e 
Y y li 


703. Conociendo la función y=f(zx), hallar las derivadas z”* 
y x” de la función inversa x= f”? (y). 
704. Hallar y”, si 11 +y?=1 


Solución. Aplicando la regla do derivación de funciones compuestas 
tenemos 2x4 2yy" =0; de donde y' = _ e 


zy' —Iy' 
y=-(2) E Ae 
x 


y y? 
Poniendo cn lugár de y” su valor, obtendremos en definitiva: 
as E 
A 


Determinar las derivadas y” de las siguientes funciones y =f (2), 
dadas de forma implícita: 


705. y?=2px. 
706. + 4=1. 
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707. y =x+arctg y. 


be Ss d3y diz 
708. Dada la ecuación y=x=+lIn y, hallar dE Y Ír: 


709. Hallar y” en el punto (1; 1), si 
2? xy + y—2r+y—6=0. 
710. Hallar y” en el punto (0; 1), si 
—y+y=1. 
711. a) La función y está dada implícitamente por la ecuación 
12? + 2xy + y —414+ 2y—2=0. 


d3y 
Hallar 73 en el punto (1; 1). 
b) Hallar EL, si 214+y!=a2. 


$ 6. Diferenciales de primer orden y de ordenes superlores 


19, Diferencial de primer orden. Se llama diferencial (de 
primer orden) de una función y=f (7) a la parte principal do su incremento, 


lineal con respecto al imcremento Az=dz de la variable independiente z. 
La diferencial de una función es igual al producto de su derivada por la 
diferoncial de la variable independionto 


dy =y' dz. 
De aquí, que 
O 
dz 


Si MN cs ol arco de la gráfica de la función y=f(x) (fig. 19), MT la 
tangente en el punto M(z, y) y 


PQ=Az=dz, 
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tendremos que el incremento de la ordonada de la tangente 
AT = dy 
y el segmento AN =Ay. 
Ejemplo 4. Hallar el incremento y la diferencial de la función 
y=38— 2, 


Solución. 1% procedimiento: 


Ay=3 (14429? —(1-+ Ax) —3224 3% 
o bien, 
Ay = (6x —1) Azx+4-3 (Az)*. 
Por consiguiente, 


dy = (67 — 1) Az= (6x— 1) dz. 
2% procedimiento: 
y =6r—4; dy =y' dr =— (6 —1) dz. 
Ejemplo 2. Calcular Ay y dy de la función y=322—.x, para z=1 
Az =0,01. 
il Solución. Ay=(6x—1).Az-+-3 (Ax)? =5-0,01 +-3-(0,01)2 = 0,0503 
y 
dy =(67 — 1) Az =5-0,01 =0,0500. 
2%. Propiodades fundamentales de las diferenciales: 
1) de=0, donde e =constante. 
2) dr=Ax, donde x= es la variable independiente. 
3) d (cu) =c du. 
4) d (u + v) = du + dv. 
5) d (un) =u dv + vu du. 


08) region 


7) df (u)=f' (u) du, | 

3%. Aplicación dela diforencial para los cálculos 
aproximados. Cuando el valor absoluto dei incremento Ax de la varia- 
ble independiente z es pequeño, la diferencial dy de la función y= f(x) 
y el incremento Ay de dicha función son aproximadamento iguales entre si 


Ay =dy, 


(v + 0). 


es decir, 
f(14-Az)—] (2) = f' (2) Az, 

de donde 
Hit+aAm =fmD+]f (2) Az. (1) . 
Ejemplo 3. ¿En cuánto aumentará aproximadamente 6l lado de un 


cuadrado, si su área aumenta de 9 m3 a 9,1 m2? 
Solución. Si x es el área del cuadrado e y el lado del mismo, ten- 


dremos que 
y=Vz. 


Por las condiciones del problema: z=9; Azx=0,1. 
Calculamos aproximadamente el incremento Ay del lado del cuadrado 


4 
2 Y9 


Ay =dy=y!Azx = «0,1 =0,016 m. 
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4%. Diferencialesdeórdenessuperiores. Se llama diferen- 
cial de segundo orden au la diferencial de la diferencial de primer orden: 


d3y =d (dy). 


De forma análoga se determinan las diferenciales de tercer orden y de órde- 
n1eS SUCesivos. 
Si y=f(x) y res la variable indepondionte, se tiene 

d3y = y" (dy, 

d3y = y” (da3), 

dy =y WM (dey”. 
Cuando y=f(u), donde u =p (1), se tiene: 

dly=y”" (dul 4- y" du, 
diy = y” (du) + 3y" du -d2u + y' d3u, 

etc. (En este caso, las apóstrofes designan derivación con respecto a la 
variable u). 


712. Hallar el incremento Ay y la diferencial dy de la función 
y =5x+x? para z=2 y Ar=0,001. 
713. Sin calcular la derivada, hallar 


dl —a”) 


para z=1 y ÁAz= =>. 


714. El área S de un cuadrado, cuyo lado es igual a x, vicne 
dada por la fórmula S=x?. Hallar el incromento y la diferencial 
de esta función y determinar el valor geométrico de esta última. 

715. Dar la interpretación gcométrica del incremento y de la 
diferencial de las siguientes funciones: 

a) del área del círculo S =xtx?; b) del volumen del cubo v=a*, 

716. Demostrar, que cualquiera que sea x, el incremento de la 
función y=2*, correspondiente al incremento de x en una magni- 
tud Az, es equivalente a la expresión 2%AzxIn2, cuando AÁz—>0. 

717. ¿Para qué valor de zx, la diferencial de la función y = z* 
no equivale al incremento de esta misma función cuando Ax —> 0? 

718. ¿Tiene diferencial la función y=|x| para x =0? 

719. Empleando lá derivada, hallar la diferencial de la función 


sí n 
y =C082, para 2=-7 y ÁAr==3p. 


720. Hallar la diferencial de la función 
2 


== Vi 


para z=9 y Az= —0,01. 
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721. Calcular la diferencial de la función 
y=1lgzx 
para t== y Ár==— 50 
Hallar a diferenciales de las Siguientes funciones, para cual- 
quier valor de la variable independiente y de su incremento: 


722. y=-=7 + 
723. y == 


125. y =arctg — 
726. y=e-** 
727. y=zxlnrt—z 
i—z 
728, y =In 77. 


729. r =Ctg y + cosec q. 
730. s=arctg e. 
731. Hallar dy, si 124 21y —y?=a23, 


Solución. Teniendo en cuenta la invariabilidad de la forma de la 
diferencial, tenemos: 
22 d+ 2(y dr+xdy)—2ydy=0. De donde 


Uy dz. 
=—y 

Hallar las diferenciales de las siguientes funciones, dadas de 
forma implícita: 


732. (+ y? (2x4 y=1. 
733. y=e Y. 
734. ln Y 12+ y? =arctg z : 


739. Hallar dy en el ió (1; 2), si yi—y=6x. 
736. Hallar el valor aproximado del sen 31”. 


dy = — 


Solución. Tomando z==arc 30 y Ad por la fór- 


mula (1) (véase 3”) tendremos que, sen 31? = sen 30” +- 


7 7 cos 30? = 0,500 + 


+0,017 + ya YA =0,515. 
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7137. Sustituyendo el incremento de la función por la diferen- 
cial, calcular aproximadamente: 


a) cos 61”; d) lg 0,9; 
b) tg 44”; e) arctg 1,05. 
c) e%.2; 


738. ¿En cuánto aumenta, aproximadamente, ol volumen de una 
esfera, si su radio R=4%3 cm se alarga en 2 mm? 

739. Doducir la fórmula aproximada (para valores de (Axl, 
pequeños en comparación con z) 


e Ax 
y con ella, hallar los valores aproximados de V5; Vi7; V70 ; 
y 640. 
740. Deducir la fórmula aproximada 


2 $ Áz 
2+4b1 243372 


y hallar los valores aproximados de V10, Y 70, y 200. 
741. Hallar los valores aproximados de las funciones: 


a) y=1—42*4-524-3 para z=1,03; 
b)f(0)=V1+x para z=0,2; 


3 
c) f(x) =y e para 7=0,1; 


d) y =e1-* para x=1,05. 

742. Hallar el valor aproximado de tg 45%3'20”. 

743. Hallar aproximadamente arcsen 0,54. 

744. Hallar aproximadamente y 17. 

745. Demostrar, basándose en la fórmula de la ley de Ohm 


] ==> que una pequeña variación de la intensidad de la corriente, 


debida a una pequeña variación de la resistencia, puede hallarse 
de manera aproximada por la fórmula 


I 
Al= — FAR. 


746. Demostrar, que un error relativo dn 1%, cometido al 
doterminar la longitud del radio, da lugar a un orror relativo 
aproximado de un 2%, al calcular el área del círculo y la Ssuper- 
ficie de la esfera. 

747. Calcular d?y, si y =C08s 0%, 
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Solución. d%y=y" (d1)? = —2 cos Sx (d2)1, 
748. u=V 1x2, hallar d%u. 

749. y =arccos x=, hallar d*y. 

750. y=senz]nzx, hallar d*y. 


751. ¿= 22 hallar diz. 


2 9 
752. ¿=x%e-*, hallar dz, 


753. ¿== hallar d%z. 


la? 
7354. u=3sen (22+5), hallar d”z, 
199. y =e€* 082 sen (x sen a), hallar d*y. 


$ 7, Teoremas del valor medio 


1. Teoroma de Rolle. Si una función f(x) es continua en el seg- 
mento a<z<b, tione una derivada f' (x) en cada uno de los puntos inte- 
riores de éste y 

f (a) =1 (b), 


para su variable independiente x=, existe por lo menos un valor E, donde 


ae<E<Ó es tal, que 
: f(D=0. 


2. Teorema de Lagrange. Si una función f(x+) es continua en el 
segmento a <= <b y tiene derivada en cada punto interior de éste, se tiene 


By an =(b—a) f' (EY, 
disc cren J(0)—1f (2) =(b—a) f' (E) 


3, Teorema de Cauchy. Si dos funciones Í (1) y F (x) son conti- 
nuas en el segmento a <<) y tienen en el intervalo a<x<b derivadas 
que no se anulan simultáneamente, siendo F (b) + F (a), se tiene, 


0—f) +75) E 
FIFO FE" donde acit<b. 


756. Verificar que la función f(x)=x—az? satisface a das condiciones 
del toorema de Rolle en los segmentos =1<x<0 y 0<x<1. Hallar los 
valores correspondientes de E. 


Solución. La función f(x) es continua y derivable para todos los 
valores de x=; ademés de esto, f(—1)=f(0)=7(1)==0. Por consiguiente, 
ol teorema de Rolle puede aplicarso on los sapentes =1£1%<0y0<2<1. 
Para hallar el número $ formamos la ecuación: 


f' (1) =4—312=0. De donde E4=— = S py - : 


siendo =1<?1<0;0<E5< 1. 
757. La función f(x) =P (2—2)? en los extremos del segmento 
10, 4] toma valores iguales 


f(0)=1 (4) =/4. 
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¿Es válido para esta función el teorema de Rolle en el segmento 
[O, 4J? 
758. ¿Se cumplen las condiciones del teorema de Rolle para la 
función 
f(2)=tg zx 
en el segmento (0, 1]? 


759. Sea 
f(x) =2 (7 +1) (14 2) (x +- 3). 
Demostrar que la ecuación 
f(x) =08 
tienc tres raíces reales. 
760. La ecuación 


e=14+x, 


evidentemente, tiene una raíz, 2=0. Demostrar que esta ecuación 
po puede tener otra raiz real. 

761. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorerna de 
Lagrange para la función 


f(a)=2—P 


en el segmento [—2, 31] y hallar el correspondiente valor inter- 
medio de £. 

Solución. La función f(x) =x—a3 es continua y derivable para todos 
los valores de x=, y f'(x)==1—322, De dondo, por la fórmula de Lagrange, 
tenemos f(1)—f(—2)=0—6=/f1—(—2)]f' (E), es decir, f'(8)=—2. Por 
consiguiente, t—3E2=—2 y E=>+41; sirve solamente el valor E=--1, 
para cl que se cumple la desigualdad —2<E<1. 

762. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de 
Lagrange y hallar el correspondiente punto intermedio 8 para la 
función 

Fla) =2% 
en el segmento [— 4, 1]. 

763. En el segmonto de la parábola y =x* comprendido entro los 
puntos 4 (1;4) y B(3; 9) hallar un punto cuya tangente sea paralela 
a la cuerda AB. 

764. Aplicando el teorema de Lagrange, demostrar la fórmula 


sen (1 + A) —sen x= =heos it, 
donde 21<E¿E<I+hA. 

765. a) Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema 
de Cauchy para las funciones f(x) =x?*+2 y F(x)=x*—1, en el 
segmento [1,2] y hallar €; | 

b) ídem para f(r)=senx y Fí(x)=c0sx, en el segmento 


| 0, = |. 
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8. Formula de Taylor 


Si una función f(x) es continua y tiene derivadas o hasta de 
grado (r--4) inclusive, en el segmento a<r<b (ob<r<a), y para 
cada punto interior del mismo existe uma derivada finita [0D (x), en este 
segmento se verifica la dla dl Taylor 


¡a=to+e=01 04 (14 EL E Mio+.. 


bc 
(R=1) 


22% 


- 10d (a) EL jon (a), 


E 


donde £E=a+0 (2—4) y UZB< 1, 
En el caso partícular, cn que a=0 tenemos AS de indios 


í=)=f(0)5-xf (0) +7 100 bio PS — ai 0) + 0 (5), 
donde E=0x, 0< B< 1. 
766. Desarrollar el polinomio f (2) ==33— 2x*4 3x+5 en poten- 
cias enteras y positivas del binomio x—-2. 
Solución. f' (2) =322—42573; $ (2) =6r—4; f"(2)=0; f0M(r)= 
para n > ú. De donde: 
f(Y=11; (27; f” (2)=8; 7” (2)=6. 


Por consiguiente: 


E 


—2224 304 5=111(a—2)- 1 es 


o bien 
3 — 2484324 50= 1147 (2— 2) + 4(z — 2)2 + (2— 239. 


767. Desarrollar la función f(x) =e* en potencias del binomio 
x-+-1, hasta el término que contenga (x +41). 
Solución. fM(2)=e*% para todas las », pm (4. Por consi- 
guiente: 
eL | nt, Es 1 pan e 
donde ¿=-—140 (241); 0<0< 1. 


768. Desarrollar la función f(x) =inx en potencias de x—1, 
hasta el término con (—1)?. 

769. Desarrollar la función f(x) =senx on potencias de 2, 
hasta el término de x3 y hasta el término de 23. 

770. Desarrolar la función f(z)=e* en potencias de x= hasta 
el término de z*"-1, 

771. Demostrar que la diferencia entre sen (a--A) y 


sena +4Acos a 


2 4 
no €s mayor de 3 e. 
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7172. Determinar el origen de las fórmulas aproximadas: ' 
a) Y 14 xx" ley h—<q20, ei L 
b) Yi+zrz ley a, ES! 


y valorar el error de las mismas. 

773. Valorar el error de la fórmula 

1 1 1 

774. Un hilo pesado, bajo la acción de la gravedad, se comba 
formando la catenaria y=ach=. Demostrar que para valores 
pequeños de |x| la forma que toma el hilo puede representarse 
aproximadamente por la parábola 

2 
y=0+ 3 > 
775*. Demostrar que cuando |x|< a, con una precisión hasta 
3 

do (E) , se verifica la igualdad aproximada 


e AA 
el = yz 
qa a Z 


$59, Regia de L'Hópital-Bernoulll para el calculo 
de limites Indeterminados 


1. Cálculo de límites indoterminados de las formas 


+ =. Sean Jas funciones uniformes f(x) y «(x) dorivables para 


0<|z—a|<h, sin que la dorivada q” (z) se reduzca a cero. 
Si f(x) y q(=) son infinitamente pequeños o infinitamente grandes 


cuando z—>- a, es decir, si la fracción 1) 


p (x) 


una expresión indeterminada de la forma 5 o = , tendremos que 


ti LE ti 23 


xa P(2) a p' (2) ' 


representa on el punto z=a 


a condición de que oxista el límitc de esta fracción de las derivadas 
(regla de L'Hópital-Bernoulli). Esta regla es aplicable también on el caso 
en que e=00. 


Si la fracción La vuelvo a dar una oxpresión indeterminada en el 


punto z=a, de una de las dos formas antes indicadas y f'(x) y qQ' (z) 
satisfacen a todas las condiciunes que se formularon para f(x) y q(z), 
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se aplica de nuevo la misma regla, con lo que tendremos la fracción de las 
segundas derivadas y así sucesivamente, 


No obstante, debe recordarse que puede existir el límite do la fracción 

2 a , Sin que la fracción de las derivadas tienda a límite alguno (véase el 
3 809). 

2. Otras formas indeterminadas. Para calcular los límites 


de expresiones indeterminadas de la forma 0-co, hay que transformar los 
correspondientes productos f, (x)-f2 (1), donde 


lim f, (2)=0 y lim f,()=00, en la fracción 11 (z) 
A-0 xa 


4 
( forma 7) o bien la (2) ( forma =) 
0 1 co)" 
f1 (x) 


En caso de expresiones indeterminadas de la forma v0—oo debe trans- 
formarse la correspondiente diferencia f,(«w)—fo(x) en el producto 


f, (2) [1-5 ) y Calcular, en primer lugar, el límite de la fracción 
1 
f(x 


MOR si el nO MOR 1, reducimos esta expresión a la forma 
A ] 
Í, (2) 0 
E (forma ó ) / 
f(x) 


Los límites de las expresiones indcterminadas de las formas 1%, 0* y ao? 
se determinaa buscando previamente sus logaritmos y hallaudo el límite 


del logaritmo de la expresión exponencial [(a]P sd (para lo «que será 
necesario calcular límites indeterminados de la forma 0-00). 

En ciertos Casos, es Conveniente combinar la regla de I.'Hópital-Ber- 
poulli con el cálculo de límites por medios elementales. 

Ejemplo 4. Calcular 


lim nz [ forma indeterminada =) : 
ap Otg z 00 


Solución. Aplicando la rogla de L'Hópital-Bernoulli, tenemos: 


laz .,.. QUnz) son? z 
lim = lim > = — lim —— . 
x>00tgZ xo (cbg 2) 0 7 


Resulta una expresión indeterminada de la forma > poro no es necesario 


volver a aplicar la regla de L'Hórital-Bernoulli, puesto quo 


2 s 
ps EN lim e 7 semz=1».0m0. 
xa=»0 


61016 
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Con lo que on definitiva, encontramos: 


mo 
xa (0 ctg x 


Ejemplo 2. Calcular 


E (==-3+) (forma indeterminada 0o0—c0). 
Xx 


Reduciendo la fracción a un común denominador, tonemos: 


: Í 4 . z3i—geentir x , 0 
lim AN = lim — A forma indeterminada 7) a 
«> q iseniz 2 “0 2éseniz 0 


Antes de aplicar la regla de L*Hópital-Beraoulli, sustituimos el denominador 
e la última fracción por el infinitésimo equivalente (Cap. 1, $4) 1? 5en?x — xt, 
'“enemos: 


: 4 4 .  r2—sen?z : , 0 
lim a  — — = lim — forma indeterminada -——|. 
>») ASEntz 2 (0 z 0 


Por da regla do 1*Hópital-Bernoulli 


lim ( 1 2) =1im E 2—2c08 2x 
zp Aseniz 22) xp 4x3 ao 12: 


Después, por medios elementatos, hallamos: 


him ( 7) =1im 1 =cos2z_ 2sente 4 
x>9Aseniz 22) 3 6zx? ear 612 3” 
Ejemplo 3. Calcular 

3 


en (cos 22) Y (forma indeterminada 1%). 
x— 


Hallando el logaritmo y aplicando la regla de L”Hópital-Bernoulli, tonemos: 


A 3incos2x _ Zi limi8 22 _ y 
lim Dn (005 22) E a a O a TO 


3 


Por consiguiente, lim (cos 21)% =e70, 
0 


Hallar los límites que se indican de las funciones siguientes: 


AA 


776. lim a 


x-»1 
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2 ai 222 
Solución pr. JE po 


x-»0 Y 
778. lim —=2- 
x1 4 —sen 7 
2 
E , ch z—1 
Jo, lim 1-—c09 z 
780. lim 82307 
" 50 T—SONT 
secó 2 tg x 
781. pa METI 
> — 
4 
782. lim 22 
7 tg 5 
co 


Solución lim (1—cos 2) ctg x= lim 
Aa () x»Ú 


sen z 
COS 7 


-1=0, 


Xx lim cos dr 
x-»0 .p() € 


788. lim (1— 2) tg 5 : 
a» 1 


789. lim arcsen x ctg x. 
x-» 0 


790. A z>0. 


791. lim y sen — —. 


Xp 09 


Eo 3ati—1 2 
A e 
O 

784. lim 22 

X =p 00 Yz 

TT 
785. lim ——. 
786. lim In (senmz) 
"yop Ísenz 


787. lim (1 —cos 2) ctg z. 


x-» 0 


(1 —cos 1)cosx lim (1 —-0093 2) 
sen z "e>0 Senz 


792. lim a” sen —, n > 0. 


X — 00 


793. lim ln z In (x— 1). 
x>—1 
794. lim (= =2)- 


X=» 4 z—1 In z 


j Ay. zinc pd 
Solución. pe (ti) A > 
4 1 
j a ¿in 1 In e 1 
os e Un 7 y 
xXx a a A Xx 57 
ln 24 =(7 1) In z Ez +1 a 
ds 1 5 
795. En (3-2) ; 
796. lim ]. 
=p 1 lzuiy5- 5 
z n , pa 
197. lim (3057): 798. lima”. 
o 


g* 
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Solución. Tenemos: z*=y; Iny=zlnz; lim loy=lm7)07= 
x-> 


x-»00 


1 
= lim 10 =lim —Ñ =0), de donde lim y=141, o sea, lim 2*=1. 
0 LL x>0 1 x-»0 x>0 
z za 
1 es 
799. lim 27. 804. lim xi7*, 
x->-+00 x-»1 
3 TX 
tg = 
800. lim 2*+'"*. 805. lim (1 E) 2. 
x>0 1 
1 
801. lim zwenx, 806. lim (ctg 2)” *. 
x->0 x-0 
nx 
COS —— 
» 2 : 1 ytex 
802. lim (1—2) 807. lim (=) 
4 
803. Lim (1 +23. 808. lira (ctg q)een x 
X=» 
809. Demostrar que los límites: 
z3 sen - 
a) lim —¿=0 
o T=SMI 
b) lim Fonz 


no pueden hallarse por la regla de L'Hópital — Bernoulli. 


estos límites directamente. 


Do 
Á , ALÍ a lVrs." . 


Fig. 20 


Hallar 


810*. Demostrar que el área de un segmento circular con un 
ángulo central a pequeño, que tiene la cuerda AB=b y la sagita 


CD=h (fig. 20), es aproximadamente igual a 
S=2dh 


con un error relativo tan pequeño como se desee, cuando a -—> 0. 


Capítulo III 


EXTREMOS DE LAS FUNCIONES Y APLICACIONES 
GEOMETRICAS DE LA DERIVADA 


S 1. Extremos de las funclones de un argumento, 


4. Crecimiento y decrecimiento de las funcionos. 
La función y =f(x) se llama creciente (decreciente) en un intervalo determi- 
nado (segmento), cuando para unos puntos cualesquiera ¿4 y Z2, de dicho 
intervalo (segmento), de la desigualdad 2,< zz se deduce la desigualdad 
f(x )<jf (3) (fig. 21,0) (f (24) > f (zo) (fig. 21, 5)). Si la función f(x) es 
continua en el segmento la. >] y f (2) >0 (f' (2) <0) para a<z<b, la 
función f(x) crece (decrece) en dicho segmento (a, b)]. 

En los casos más simples, el campo de existencia de la función f(x) se 
puede dividir en un número finito de intervalos de crecimiento y decreci- 
miento de la función (¿nterralos de monotonía). listos intervalos están limi- 
tados por los puntos críticos de x (donde f' (x1)=0 o no existe f” (x)). 

Fjomplo 1. Investigar el crecimiento y decrecimiento de la función 


y =23—2X+5. 
Solución. Hallamos la derivada 
t=22—2=2 (1—1). (1) 


De donde y'=0 para z=1. En el eje numérico obtenemos dos intervalos 
de monotonía: (--00, 1) y (1, +00). De la fórmula (1), tenemos: 1) si —o0oo < 
<zx<i, so tiene y' <0 y, por consiguiento, la función f(z) decrece en el 
intervalo (—oo, 1); 2) si 1í<z<-+n00, se tiene y'>0 y, por consiguiente, 
la función f(x) crece en el intervalo (tf, -+oo) (fig. 22). 

Ejemplo 2. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
de la función 

1 


—ZF 2" 


Solución. En este caso, z= —2 es el punto do discontinuidad de la 


y 


unción e ym — - ¿<0 cuando z :+—2. Por consiguiente, la función y 


decrece on los intervalos —-0o< 1<X—2y —2<xX< +00. 
Ejemplo 3. Investigar el crecimiento y decrecimiento do la función 


y= A z8, 
Solución. Aquí, 
y =21%—¿22, (2 
Resolviendo la ecuación zi—z2=0, hallamos los puntos zx¡=-—1Í, 


z=0 y. z3=1, en los que la derivada y” so anula. Como quiera que y” puede 
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cambiar de signo solamente al pasar por puntos en que ésta se hace igual 
a cero o so produce una discontinuidad (en el caso dado no hay puntos de 
discontinuidad para y”), tendremos que, en Cada uno de los intervalos 
(—oo, —1), (—1, 0), (0, 1) J (1, +00) la derivada conserva un mismo signo, 
por lo cual, en cada uno de estos intervalos la función que investigamos 


F 1 g. 21 


será monótona. Para determinar en cuáles de estos intervalos crece la fun- 
ción y en cuáles decreco, hay quo saber qué signo tieno la derivada en cada 
unao de ellos. Para averiguar el signo de y” en ol intervalo (—oo, —1), 
basta “sabor 6] signo de y” en cualquier punto de este intervalo. Tomando, por 
ejemplo, z= 2 de la ecuación (2), obtenemos y' =12 > 0, por consiguiente, 


Y 
5 
4 
| 
| 
o! 7 
Fig. 22 Fig. 23 


y” >0 on el intervalo (—o0, —1) y la función en él es creciente. De forma 
análoga hallamos que y' <0 en el intervalo (—1, 0) ( para comprobarlo se 


puedo tomar, por ejemplo, zx 5); y" <0 en el intervalo (0, 1) (aquí 


se puode tomar =3) y, finalmento, y' >>0 on el intervalo (1, +00). 


De esta forma, la función estudiada crece en oi intervalo (—oo, —1), 
decrece en el (41, 1) y vuelve a crecer en el intervalo (1, +00). 

Extremos de las funciones. Sí existo un entorno bilateral 

dol punto zo tal, que para cualquier otro punto x= + xp de este entorno se. 


Extremos de las funciones de un argumento 87 


verifica la desigualdad f(x) > f (zo), el punto xp recibo el nombre de punto 
mínimo de la función y==f (1) y el número f(x¿) ol de mínimo de dicha fun- 
ción y=f(x). Análogamente, si para cualquier punto x zx, de un entorno 
doterminado del punto x, se cumple la desigualdad f(z)< f(zx,), xr, recibe 
el nombre de punto máximo de la función f(x), y h (24), el de máximo de 
dicha función (fig. 23.) El punto mínimo o máximo de una función se llama 
tambien punto extremo do la misma y el mínimo o máximo de esta función, 
el de extremo de ella. Si xy es un punto extremo do la función f(x), se 
tiene, que f/'(zp)=0 (punto estacionario), o no existo f' (zp) (condiciones 
necesarias para la existencia de extromo). La proposición recíproca no es 
cierta, puesto que los puntos en que f/'(7)=0, 0 no existe /' (2) (puntos 
críticos), no son obligatoriamente puntos extremos de la función f(x). Las 
condiciones suficientes de existencia o ausencia de extremo de una función 
continua f(x) se dan en las reglas siguientes: 

1. Si oxiste tal entorno (z9—Ó0, z9-+0) del punto crítico zp, en que 
f' (2) >0 para z-—<z1< Zo y f' (2) <0 para z¿< 12< xo +0, el punto zp 
será un punto máximo de la función f(x); si por el contrario, f” (2) <0 para 
zi—b<x<zo. y F (2) >0 para 2<x<zo9+-0, el punto xy será un punto 
mínimo de la función f(x). 

Si finalmente, se encuentra un número positivo Ú tal, que f' (x) conserva 
invariable su signo cuando 0<|z—zp¿|<óÓ, el punto z¿ no será punto 
extremo de la función f(x). 

2. Si f' (xp) =0 y f” (zp) <0, zp es un punto máximo do la función f (x); 
si f'(zp)=0 y f”"(zp)>0, Ty es un punto mínimo do la función f (2); 
si f'(2p)=0, f” (xp) =0, f” (zp) +0, el punto zy no es puto extremo de la 
función f(x). 

En forma más general: Supongamos que la primera do las funciones 
derivadas de f(x«w), que no se anula en el punto zp, es de orden k. En este 
caso, sí k es par, el punto zp será un punto extremo, quo será máximo 
si f(%) (29) <0 y mínimo, si f(% (29) >0. Si k es impar, xy no es un punto 
extremo. 

Ejemplo 4. Hallar los oxtremos de Ja función 


y =22+3 Y 22, 
Solución. Hallamos la derivada 
2 2 aran 
”=2 mos 2 - ps 4 á 3 
A yz P4) (3) 


Igualando la derivada y” a cero, tenemos: 


Y z+1=0. 
De donde se deduce el punto estacionario x= -—-1. 
De Ja fórmula (3), tenemos: si z=—41-—h, donde Á puede ser cualquier 
número positivo suficientemente pequcño, ontonces, y” >>0; si, por el con- 
trario, z= —1-+h, se tiene x" <0*). Por consiguiente, 1, =-—41 es un punto 
máximo do la función y, además y, ¿y =1- 


Igualando a cero el denominador de la expresión y” en (3) tenomos: 


Y z=0; 
do aquí hallamos el segundo punto crítico z=0 de la función, para el que 
no existe derivada y'. Cuando z==-—h, evidentemento, tendremos y'<0; 


*) Si no es fácil determinar el signo do la derivada y”, se pucde calcu- 
lar éste por procedimiontos aritméticos, tomando como A un número positivo 
suficientomente pequeño. 
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cuando z:=h, tenemos y”>0. Por consiguiente, z=0 es un punto mínimo 
de Ja función y, además Umin=0 (fig. 24). La investigación del comporta- 


miento de la función en el punto 2¿= —1 se puede efectuar también por 
medio de la segunda derivada 3 

MS A a 

ú 3 Y z 
Aquí y” <0 para z,;= —1 y, por consiguiente, 2, = —1 es un punto máximo 


de la función. 
3. Valores mínimo y máximo absolutos. El valor mínimo 
(máximo) absoluto de una función continua f(x) en un segmento dado [a, b] 


Fig. 24 

se alcanza en los puntos críticos de la función o en Jos extremos de dicho 
segmento. 

Ejemplo 5. Hallar los valores mínimo y máximo absolutos de la 
función 

y=xB—343 

en el segmento e TEÚTS 23 Ea 

Solución. o 

y! =322—3, 

los puntos críticos de la función y son: x,=—1 y z¿—1. Comparando los 


valores do la función en estos puntos con los e Mes de la función en los 
extremos del intervalo dado 


y—9=5 024 y (—17)=4 7:10 (25)=13, 


llegamos a Ja conclusión (fig. 25), de que ol valor mínimo absoluto do la 
función m=4 se alcanza en el punto z=1 (en el punto mínimo) y el máximo 
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absoluto M=11 E en el punto 2=2> (en el punto extremo derecho del 
segmento). 

Determinar los intervalos de decrecimiento y crecimiento de las 
funciones: 

811. y=1—4r—a?, 

812. y=(— 2). 

813. y=(2+ 4). 

814. y =x* (x—3). 


1 
816. Y ETT 
817. Y==_=10: 


818. y=(x—3)V z. 
819. y= Va 
820. y=x-+sen z. 
S21. y=xlInz. 
822. y =arcsen (1 +1). 
823. y =2ex*-4x, 
824. osa 

pe 


825. y= FE 


Averiguar los extremos de las funciones siguientes: 
826. y=23244x+6. 


Solución. Hallamos la derivada de la función dada y'=2x+4. 
Igualamos y” a ccro y obtenemos el valor crítico del argumento, r= —2, 
Como y” < 0 cuando z <—2e y'>0 cuando x= >-—-2, tenemos que z= —2e3un 
punto mínimo de la función, además, Ynpn =2. El mismo resultado se obtiene 


recurriendo al signo de la segunda derivada en el punto crítico: y”=2>0. 
827. y=2+zx—22, 
828. y=x0—3x1431+2. 
829. y=21314 34?9— 12x + 5. 
Solución. Fallamos la derivada 
y* =632+ 61 —12=6 (124 x—2). 


Igualando a cero Ja derivada y”, obtenemos los puntos críticos xr, = —2 
y zo=1. Para determinar el caráctor del extremo calculamos la segunda 
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derivada y”=6(27+-1). Como y” (—2)<0, el punto x,=-—2 es un punto 
máximo de la función y, siendo Ym¿=209. Análogamente, tenemos que 
Ea por lo que zz==1 es un punto mínimo de la función y, sióndo 
Imíin= —e: 


830. y=x*(2— 12). 840. y=2c08s 7 +3c08 <p . 
831. y=x (1-1) (x— 2). 341. y=z—1In(1+2). 
832. I= 273 842. y=xlnz. 
833. y HE. 843. y=xln? x. 
834. y = EEE. 844. y=chx. 
835. y= q 845. y=xe”. 
4 “r 
836. SATA 846. y =xe " 
887. y= + 847. y=- 
A TS 
838. y= y (a1— 1). 848. y=x—arctg z. 


839. y =2sen 2x + sen 4z. 


Doterminar los mínimos y máximos absolutos de las siguientes 
funciones en los segmentos que se indican (cuando los segmentos 
no se indican, los mínimos y máximos absolutos de las funciones 
deben determinarse en todo el campo de existencia): 


849, y= 2: 


850. y=V 1 (10—2). 

831. y =sentz +08! x. 

892. y =arccos z. 

853. y =x3 en el segmento [—1, 3). 

854. y =21344 322—121+1: 

a) en el segmento [— 1, 3); 

b) on ol segmento [—10, 12]. 

855. Demostrar que para los valores positivos de xr se cumple 
la desigualdad 


c+ >2, 
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856. Doterminar los coeficientes p y q del trinomio cuadrado 
y=x9+ pz+q, de forma que y=3 Sea un mínimo de este trino- 
mio cuando z=41. Dar la explicación geométrica del resultado 
obtenido. 

857. Demostrar la desigualdad 


e>1i+x para 200. 
Solución. Examinamos la función 


f (1) =e*—(1+2). 


_ Por el procedimiento general hallamos que esta función tiene un mínimo 
único, f(0) =0. Por consiguiente, 


Í (x=) >1(0) para z £0, 
er >1i4+z para x 350, 
que es lo que se trataba de demostrar. 
Demostrar las desigualdades: 


es decir, 


898. E <enr<e para z>0, 
859. cosm>1— para 0, 


360. 2 <In(1+2)<we para z>0. 


861. Dividir un número positivo dado a en dos sumandos, de 
tal forma, que su producto sea el mayor posible.  - 

862. Torcer un trozo de alambre de longitud dada l, de manera 
que forme un rectángulo cuya área sea la mayor posible. 

863. ¿Cuál de los triángulos rectángulos de perímetro dado, 
igual a 2p, tiene mayor área? 

864. Hay que hacer una superficie rectangular cercada por 
tres de sus lados con tela metálica y lindante por el cuarto con 
una larga pared de piedra. ¿Qué forma sorá más conveniente dar 
a la superficie (para que su área sea mayor), si se dispone en total 
de l m lineales de tela metálica? 

865. De una hoja de cartón cuadrada, de lado a, hay que hacer 
una caja rectangular abierta, que tenga la mayor capacidad posible, 
recortando para ello cuadrados en los ángulos de la hoja y doblando 
después los salientes de la figura en forma de cruz así obtenida. 

866. Un depósito abierto, de hoja de lata, con fondo cuadrado, 
debe tenor capacidad para v litros. ¿Qué dimensiones debc tener 
dicho depósito para que en su fabricación se necesite la menor 
cantidad de hoja de lata? 

867. ¿Cuál de los cilindros de volumen dado tiene menor super- 
ficio total? 

868. Inscribir en una esfera dada un cilindro de volumen máximo. 
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869. Inscribir en una esfera dada un cilindro que tenga la 
mayor suporficie lateral posible. 

870. Inscribir en una esfera dada un cono de volumen máximo. 

871. Inscribir en una esfera dada un cono circular recto que 
tenga la mayor superficie lateral posible. 

872. Circunscribir en torno a un cilindro dado un cono recto 
que tenga el menor volumen posible (los planos y centros de sus 
bases circulares coinciden). 

873. ¿Cuál de los conos circunscritos en torno a una esfera tiene 
cl menor volumen? 

874. Una faja de hoja de lata de anchura a debe ser encorvada 
longitudinalmente en forma de canalón abierto (fig. 26). ¿Qué 


Fig. 26 Fig. 27 


ángulo central y debe tomarse para que el canalón tenga la mayor 
capacidad posible? 

875. De una hoja circular hay que cortar un sector tal, que 
enrollado nos dé un embudo de la mayor capacidad posible. 

876. Un recipiente abierto está formado por un cilindro, termi- 
nado por su parte inferior en una semiesfera; el espesor de sus 
paredes es constante. ¿Qué dimensiones deberá tener dicho recipiente 
para que, sin variar su capacidad, se gaste en hacerlo la menor 
cantidad de material? 

877. Determinar la altura mínima h=0B que puede tener la 
puerta de una torre vertical ABCD, para que a través de ella se 
pueda introducir en la torre una barra rígida MN, de longitud /, 
cuyo extremo JM resbalará a lo largo de la línea horizontal AB. 
La anchura de la torre es d< 1 (fig. 27). 

878. En un plano de coordenadas se da un punto, Mo (za, Yo), 
situado en el primer cuadrante. Hacer pasar por este punto una 
recta, de manera que el triángulo jormado entre ella y los secmiejes 
positivos de coordenadas tenga la menor área posible. 

879. Inscribir, en una elipse dada, un rectángulo de mayor 
área posible, que tenga los lados paralelos a los ejes de la propia 
elipse. 


$ 
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880. Inscribir un rectángulo de mayor área posible en el seg- 
mento de la parábola y*?=2px cortado por la recta x= a. 


881. Hallar el punto de la curva => en el que la tan- 


gente forme con el eje OX el ángulo de mayor valor absoluto 
posible. 

882. Un corredor tiene que ir desde el punto 4, que se encuen- 
tra en una de las orillas de un rio, al punto LB, que se halla 
en la otra. Sabiendo que la velocidad de movimiento por la orilla 
es k veces mayor Que la del movimiento por el agua, determinar 


q 
Fig. 28 


bajo qué ángulo deberá atravesar el río, para llegar al punto B en 
el menor tiempo posible. La anchura del río es h; la distancia 
entre los puntos A y B (por la orilla), es d. 

883. En el segmento recto AB=a, que une entre sí dos focos 
luminosos A (de intensidad p) y B (de intensidad q), hallar el 
punto menos iluminado M (la iluminación es invorsamente pro- 
porcional al cuadrado de la distancia al foco luminoso). 

884. Una lámpara está colgada sobre el centro de una mesa 
redonda de radio r. ¿A qué altura deberá estar la lámpara, sobre 
la mesa, para que la iluminación de un objeto que se encuentro 
en el borde sea la mejor posible? (La iluminación es directamente 
proporcional ai coseno del ángulo de incidencia de los rayos lumi- 
nosos e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al 
foco de luz). 

885. De un tronco redondo, de diámetro d, hay que cortar una 
viga de sección rectangular. ¿Qué anchura x y altura y deberá 
tener esta sección para que la viga tenga la resistencia máxima 
posible: a) a la compresión y b) a la flexión? 

Observación. La resistoncia de la viga a la compresión es pro- 


porcional al área de su sección transversal, mientras quo a la flexión es 
al producto de la anchura de esta sección por el cuadrado de su altura. 


886. Una barra uniforme AB, que puede girar alrededor del 
punto A (fig. 28), soporta una carga de O kg a la distancia de a cm 
del punto A y se mantiene en equilibrio por medio de una fuerza 


y 
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vertical P, aplicada en su extremo libre B. Cada cm de longitud 
do la barra pesa q kg. Delerminar la longitud x de la misma, 
de tal forma, que la fuerza P seca la mínima posible y hallar Pin. 

887*. Los centros do tres esferas perfectamente elásticas A, 
B y C están situados en línea recta. La esfera A, de masa M, 
choca a una velocidad v con la esfera B, la cual, recibiendo una 
determinada velocidad, choca a su vez con la esfera C, cuya masa 
es m. ¿Qué masa deberá tener la esfera B para que la velocidad 
de la esfera C sea la mayor? 

888. Si tenemos N pilas eléctricas idénticas, con ellas pode- 
mos formar baterías por procedimientos distintos, uniendo entre 
sí grupos do r pilas en serie y, después, los grupos asi formados, 


(en número 2) en derivación. La intensidad de la corriente que 
proporciona una batería de este tipo se determina por la fórmula 


T— ÑNne 
—NR=+ nar ? 


donde e es la fuerza electromotriz de una pila, r es su resistencia 
interna, y KR es su resistencia externa. 

Determinar para qué valor de n es mayor la intensidad de la 
corriente que proporciona la batería. 

889. Determinar qué diámetro y deberá tener la abertura cir- 
cular de una presa, para que el gasto de agua por segundo Q sea 


el mayor posible, si Q=cyV h—y, donde kh es la profundidad 
del punto inferior de la abertura (tanto Ah, como el coeficiente 
empírico c, son constantes). 

890. Si x,, Ta, -»., Zn, son los resultados de mediciones igual- 
mente precisas de la magnitud x=, su valor más probable será aquél, 
para el cual la suma de los cuadrados de los errores 


0 y (2—2,)* 


i=1 


tenga el valor mínimo (principio de los cuadrados minimos). 
Demostrar que el valor más probable de la magnitud zx es la 
media aritmética de los resultados de las mediciones, 


$ 2, Direoolón de la concavidad. Puntos de Inflexlon 


4%. Concavidad de la gráfica de una función. Se dice 
que la gráfica de una función diferenciable y=f(x) es cóncava hacia abajo 
en el intervalo (a, b) (o cóncava hacia arriba en el intervalo (ay, 6,)), si 
para a<z<b el arco de la curva está situado debajo (o correspondiente- 
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mente, para ¿<< b,, encima) de la tangente trazada en cualquier punto 
dol intervalo la, ) fo del intervalo (a,, b,)) (fig. 29). La condición suficion- 
te para que en la gráfica y=f(x) la concavidad osté dirigida hacia abajo 
(o hacia arriba), es quo se verifique on el intervalo correspondiente la 
desigualdad 

f"(2)<0 (f” (2) >0). 

En lugar de decir E la gráfica es cóncava hacia abajo, suelo decirse, 
que tiene su convezridad dirigida hacia arriba. De forma análoga, para la 
gráfica cóncava hacia arriba, seo dice también que tiene su convexidad diri- 
gida hacia abajo. 

2%. Puntos de inflexión. El punto (xo, f(xo)), en que cambia 
de sentido la concavidad de la gráfica de la función, so dlama punto de 
inflexión (fig. 29). 


Para la abscisa del punto de infloxión zp, de la gráfica-do la función 
y=f(2), la segunda derivada f” (rp)=0 o f” (o) no oxiste. Los puntos en 
que f”(x2)=0 o f”(x) no existe, se llaman puntos críticos de 20% especie. El 
punto crítico de 2% especie xp os la abscisa del punto do inflexión, si 
f” (1) conserva signos constantes, y contrarios entre sí, on los intervalos 
to—0< 1 Y 24 2< io F4Ó0, donde $ es un número positivo determi- 
nado, y no será punto do infloxién, si los signos de f” (+) en los intervalos 
antedichos son iguales. 

Ejemplo 4. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad 
y los puntos de inflexión de la curva de Gauss 


Solución. Tenemos: 


y =—21e** 


8 

y" =(422—2) 07%, 
Lrualando a cero la segunda derivada y”, hallamos los puntos críticos de 28 
especie 


4 1 
Ly == A —_ La —=, 
1 Vy2 y w7 va 
Estos puntos dividen al ajo numérico —o<zr<-+0 on tros intervalos: 
(oo, 21), 11 (21, zo) y 1l (zz +00). Los signos de y” serán, respectiva- 
mente, +, — y + (do lo que es fácil convencerso, tomando, por ejemplo, 
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un punto en cada uno de los intervalos indicados y poniendo los correspon- 
dientes valoros de x en y”). Por esto, la curva sorá: 1) cóncava hacia arriba 


para —0oo<z< -A y iÓS + 00; 2) cóncava hacia abajo, para 
4 4 E 4 4 ¿ 
=— XX 2<-—=>. Los puntos [ ==; ——|] son los puntos de inflexión 
A d E vz) d 
(tig. 30). 
Es de advertir, que debido a la simetría de la curva de Gauss respecto 


al eje OY, la investigación del signo de la concavidad de esta curva hubiera 
sido suficiente realizarla en el semieje 0< x< + 00. 


Fig. 30 Fig. 31 


Ejemplo 2. Hallar los puntos de inflexión de la gráfica de la función 
y=y +2. 


Solución. Tenemos: 


2 =3 —2 
AÑ — —— 1 
n= 042) == a 


Es evidente que y” no se anula en ningún sitio. 

Igualando a cero el denominador del quebrado del segundo miembro 
do la igualdad (1), tenemos que, y” no existo para z=—2. Como y” >0 
para z< —2 0 y" <0 para z2> —2, el punto (—2, 0) es un punto de infle- 
xión (tig. 31). La tangente a esto punto es paralela al eje de ordenadas, 
ya que la primera derivada y” es infinita para z=—2. 


Ballar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión 
de las gráficas de las funciones: 


891. y=19-—61* 4 12144, 896. y =cC03 7. 
892. y= (+1). 897. y =x— Sen z. 
1 
893. Y=773"* 898. y =x2* 1n 2. 
y 
894. y= TT: 899. y =arctg :—xz. 


895. y=V 4y? — 122. 900. y=(1+23 e". 
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S 3. Asiototas 


1% Definición. Si un punto (z,'y) se désplaza continrtamente por una 
curva y=mf(7) de tal forma que, por“ló meros, una de sus coordenadas tienda 
al infinito, mientras que la distancia entre este. punto y una recta determi- 
nada tiende a cero, esta recta recibo el nombre de asírtota de la curva. 

2. Asíntotas verticales (paralelas al eje OY). Si existe un 
número e tal, que 


lim f (2) =00, 


la recta z=a es asíntota an: ; 


3. Asíntotas oblicuas (respecto a los ojes de coordenadas). 
Si existen los límites 
f (2) 


lim —— = A 


xs+to YT 


lim [f(x)—k,2] =b,, 
X=>>+00 


la recta y=Xx,2+4+b, será asintota (oblicua a la derecha oO bien, si k,=0, 
horizontal derecha (paralola.al eje 0X). : 
Si existen tos límites 


lim 142», 


»—o Y 


lim (7 (2) —k2x] =b2, 
ep 00 


la recta y=*,x+b, es asíintota (oblicua a la izquierda o hien, cuando k2=0 
horizontal izquierda, paralola al eje OX). La gráfica de la función y=f(z 
(que so supone uniforme) no puede tener más de una asíntota dorecha 
o u horizontal), ni más de una asíntota izquierda (oblicua u hori- 
zonta!). 


Ejemplo 1. Hallar las asíntotas de la curva 
y2 
Vit=1' 


Solución. Igualando a cero el denominador, obtenemos dos asíntotas 
verticales: 


y= 


z==1 y z=í, 


Buscamos las asíntotas oblicuas. Cuando zx --—>--00, tenemos: 


2 
k lim a lim as 1 
E Z ao 1 V—1 El 


q? Y Y 231 =0, 


Bb= lim —2)= lim _—_— 
1 e . ) 1 E YH—=1 
7=1018 
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por consiguiente, la asíntota derecha será la recta y=z. Análogamente, 
cuando zx —>-=-=00, tenemos: 


kg= lim 2=-—4; 
m—oo L 


b)= lim (y4=)=0, 
X-» == CO 
De esta forma, la asíntota izquiorda es y=—z (fig. 32). La investigación 
de las asintotas de cesta curva puede simplificarse si se tieno en, cuenta 
Su simoLlría. 
Ejomplo 2. Hallar las asíntotas de la curva 


y=2-+ln z. 
Solución. Como 
lim y= —oo, 
x-p0 


la recta x=0 será una asintola vertical (inferior). Investigamos la curva 
para hallar solamente la asíntota oblicua derecha (ya que =>>0). 


Tenemos: 


k= lim %=4, 


amoo L 
b= lim (y—x)= lim Inx*=00. 
Xx <-00 re —+-Loo 
Por consiguiente, esta curva no ticno asíntotas oblicuas. 


Si la curva viene dada por las ccuaciones paramétricas z=Q (1); y =vy (0), 
en primer lugar se investiga si el parámetro £ tiene valores para los que 


y a 
E 
SS N S Y ed 


$ 
DINO 


N 
el ALI g 7722 


Fig. 32 


una de las funciones q(t) o y(t) se hace infinila, mientras que' la otra 
sigue siendo finita. Cuando Q(tp)=00 y VP((p)=c, la curva tiene una 
asíntota horizontal, y=c«. Si wp(tp)=00 y Q(tpg)=e, la curva tjene una 
asintota vertical, x=c. 

Cuando Q (to) =Y (to) =00, al mismo tiempo que 


, A LC E a 
dera +0 =k; tim [y (e) kp (t)] =5, 


la curva tendrá una asíntota oblicua, y =kx-+-de 
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Si la curva so da en :forma de ecuación polar »=f:(q), sus asíntotas 
se pueden hallar por la regla anterior, reduciendo la ecuación de la curva 
a la forma paramétrica por las fórmulas: 


z=r 0089 =f (p) cos p; y==r son y=/ (q) sen p. 
Hallar las asíntotas de las curvas: 


í qy2 
901. Y= E 908. E 
902. Y= 73 909. y =e-"4 2, 
q? 1 
903. alt 910. Y= Ii 
pa 1 
904. Y = AT: 911. y =ez. 
905. y=Yx*—1. 912, y. 
906. y= —— - 913. y=1In(1 +2). 
906. y VAR 13. y=1n(1+x) 
907. ya 914. I=f; y -1+2 arctg £. 
Wzt—1 


915. Flallar la asíntota de la espiral biperbólica == ; 


$ 4, Construcción de las graficas de las funciones por sus puntos 
característicos 


Al construir la gráfica de una función es necesario, ante todo, hallar 
el campo de definición de la misma y determinar su comportamionto en 
la frontera de este campo de definición. Es convoniente tambión señalar 
previamente ciertas peculiaridades de las funcionos (si es que las ticnen), 
como son: la simetría, periodicidad, permanencia del signo, monotonía, etc. 

Después, hay que encontrar Jos puntos de discontinuidad, los puntos 
extremos de la (unción, los puntos do inflexión, Jas asíntotas, elc. 
Los elementos hallados permiten estahlecer el carácter general de la grá- 
fica de la función y obtener su discño matemático verdadero. j 

Ejemplo 1. Construir la gráfica de la función 


z 


y 221 

Solución. a) La función existe en todas partes, menos cn los pun 
tos r=zwklÍ. 

La función es impar, hd lo que la gráfica de la misma será simétrica 
con respecto al punto O (0; 0). Esta circunstancia simplifica Ja construe- 
ción de la gráfica. 

b) Los puntos de discontinuidad son r=-—1 y z=1, al mismo tiempo 
que LA y=F0o0 y lim y=>*3F00, por consiguiente, las rectas z= + 1 

X 


-> >—1 TF 
son asíntotas verticales de la gráfica. 
: YES 
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c) Buscamos: las asíntotas. oblicuas. Tenemos: 
k,= lim 2=0, 
amooo LD 


by = lim y =00, 
X=breoo 


por consiguiente, no existe asíntota oblicua derecha. Como la gráfica es 
simétrica, tampoco existirá asíntota oblicua izquierda. 


Fig. 33 


d) Flallamos los puntos críticos de 11 y 23 especie, es decir, aquellos 
puntos en que so anula o no existe la primera, o correspondientemente, 
la segunda derivada do la función dada. 


Tenemos: 
n—3 
a —__—_—Á, 1 
"SA Si 
hn 2x (9 — 1?) (2) 


- IP 


Las derivadas y' e y” dejan de existir únicamente cuando z=+>+3 Í, es decir, 
sólo en aquellos puntos en que tampoco existe la propia función y, por 
seto, serán puntos criticos sólo aquellos en que y” o y” se anulan. 

De (1) y (2), se deduce: 


y” =0 para z==w V3; 
y” =0 para 2=0 y 2w*+3, 


, 


De esta forma, y' conserva' constante el signo en cada uno de los 


. intervalos (—oo, —V3), (—Y3, —1), (—1, 1), (1, V3) y (Y3,. +00), 
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e y” en cada uno de los intervalos (—0o0, —3), (—3, —1), (—1, 0) (0, 1), 
(1, 3) y (3, +00) a 

Para determinar qué' signo tiene y” “(6 «correspondientemente, y”) 
en cada uno de los intervalos señalados' basta ton: determinar el signo de y” 
(o de y”) en un punto cualquiera de cada uno, de estos intervalos. | A 
i Los resultados de esta investigación, para mayor Cómodidad, 'se incluyoñ 
en una tabla (tabla 1), junto con lós de “los éálculos de:las ordenadás de 


Tabla I 


(4, va | vi =1:23|(v5,a)] 3 le +00) 


Con- | Pun- La Puñ- | La fun- Punto mí- ' UL fun= |'Pun- | La fun- 


clu= | to de | fun- to ción de» nimo ción cre- | to de [clón crece; 
'Siones |'1nfle--| ción do crece; la | cey da: jinfle-|ta gráfica 
xión jdecre-» | dis- > | gráfica - gráfica | xión | es cón- 
ce; la con-= | es cónca- es cón- cava hacia 
gráf1- | tinul= | va hacia cava abajo 
ca es dad arriba hacla 
cón- arriba 
cava 
hacia 
abajo 


los ea característicos de la gráfica de la función. Debe advertirse, 
que debido a que la función y es impar, es suficiente ' hacer Jos cálculos 
solamente para z >0; la mitad izquierda de la gráfica so reconstruye por 
el principio de la simetría impar. 

e) Con los resultados de la investigación, construimos la gráfica de la 
función (fig. 33). E ul | 

Ejemplo 2. Construir la gráfica de la función 


¿01 _ hs 
y a 


Solución. a) El campo de existoncia de la función es: Ó<x:<+00. 
b) En “el campo de existencia no hay puntos de discontinuidad, 
pero .al aproximarse .al punto. frontera (x—0) del: campo de existencia, 
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tonemos: 


¿ , In x 
lim y =lim 
x>0 x»0 7 


= —0% 


Por consiguiente, la recta z=0 (el eje de ordenadas) es una asíntota vertical. 
€) Buscamos la asíntota oblicua derecha u horizontal (ya que la asíntota 
oblicua a la izquierda no existe, puesto que no es posible que z-=>-—-00): 


k= lim 2 m0, 
x=>-+00 


b= lim y=0. 
ds 
Por consiguiente, la asíntota horizontal derecha os ol eje de abscisas: y =0. 
d) Hallamos los puntos críticos. Tencmos: 
,_ Í—Inz 
yl 


y 


2Inzx—3 
e 


"” 


y! Es y” oxisten en todos los "puntos del campo do existencia de la función 
ada e 


y'=0, si Inzx=14, os decir, cuando z=e; 


y” =0, si lo =>, es decir, cuando r=e 12, 


Hacemos la tabla, en la que incluimos los puntos característicos (tabla 11). 
En esto caso, además de los puntos característicos encontrados, es conveniente 


Fig. 34 


hallac los puntos de intersección de la gráfica con los ejes de coordenadas. 
Haciendo y=0, encontramos z=1 (punto de intersección do la curva con 
el eje de abscisas): la gráfica no se corta con ol eje de ordenadas. 

e) Cor los resultados de la investigación, construimos la gráfica de la 
función (fig. 34). 


Construir las gráficas de las funciones que se indican más 
abajo, determinando el campo de existencia de cada función, los 
puntos de discontinuidad, los puntos extremos, los intervalos de 


A A A nana a 
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crecimiento y decrpcimiento, los puntos de inflexión de sus gráficas, 
la dirección. de lals concavidades y las asíntotas de las gráficas. 


916. y= =18 322, 


917. y= 6x2 e ES 
918. y=(2—1)1(x +2). 
919, y E=REHO 
920. y ==> 
921. ya 
922, y=%= 
923, y= 14 
924. y == 

1 
925. Y = A . | 
926, => 7 . 
927. y= 2 

4z 12 

928. y =¿¿—zp 
929. y=== - 

16 
930. y =p 

931. y == 
932. y=Vi+YVáz 
933. y=V8+:—VY8—z 
934. y=2xVx+3.. 
935. y =V 132. 
936. y=Y 1-—21, 

937. y=YV1—2), 


938. y = 2 +23 EFD. 
939. y=Vi+t—Vz-1. 
940. y=V (449 -Y (24) 
941. y=VG-2D:4+V (2-4). 
| j | 
942. y= ViZa 
943. y Va 
) z 
944. y z ya 
7 
945. A VE . 
946. y= rex 
E 
947. y= (a+) e 
948. r=e8-xi14, 
949. y =(2+4+ 1?) e->?, 
950. y=2|2]-—x?. 
9541. y= "2 
Vz 
2 
952. y => In ” 
953. y = 3 
954. y=(+1) ln? (x +41). 
955. y =1n (1? 
956. y=1n ri , 
957. y=1n(1+e-*). 
) | 1 
958. y = In (+5) . 
959. y =senxz-+cosz. 
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960. y =sen + 2 za 973. y =x—2arcctg z. 
961. y=co0sz= —cos! z. 94, y ==> +arcig z. 
962. y =sen* x.4 cos? z. 975. y=Inshz. 
AS 1 
963. JT Se z+Ecos a . 976. y =Arch («+-2) . 
964. y =- 3enz | 977. y=esnx, 
. sen (++3) : arcsen Vx 
4 978, y =€ . 
965. y =sen zx -sen 2z. 979. y =e?rtex, 
966. y =coszx-cos 2z. 980. y=1nsenz. 
967. y=z-+senz. o 981. y=1ntg (2-3) 
968. y= —y x?). 
pane 1 982, y=Inz—arcigz. 
artsen z 
dida levar ds 983. y=cosx—Incosz, 
970. y=2x—tgz. 984. y=arctg (In 2). 
971. y=xzxarctg xz. 985. y -=aresen ln (1? + 1). 


986. y=x". 
1 
e y=0, si 1=0, 987. y=a*. 


También se''recomienda construir las gráficas de las funciones 
indicadas en los. N9%,N08, 526 — 848. 

Construir las gráficas de las funciones siguientes, dadas en 
forma paramétrica: 

988. z=(*—2!, y == 4 2. 

989. z=acosit, y=asent (a >0). 

990. =te', y = te”. 

991. z=t+e*, y=21+e*. 

992. z=a(sht—1t), y=a (cht—1) (a > 0). 


972, y=zarig=, si 0 


S 5, Diferencial del arco. Curvatura 


1”. Diferencial del arco. La diferencial del arco s de una curva 
plana, dada por una ecuación en coordenadas cartesianas z e y, SO expresa 


por la fórmula 
e «de VET + (dy)Y; 


si la ecuación do la curva tiene Ja forma: 


a) y=f(z), entonces ds == Y 1+( (2) dz; 
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b) z=f, (y), entoncos ds = ya (E) dy; 


Cc) zm=q(6), yu (t), entonces de == ASE 


AE A ERZE SO 
|Fy| | Fl 


Llamando a al ángulo que forma la dirección positiva de la tangente 
(es decir, dirigido en ol sentido dol crecimiento del arco de la curva s) con 
la dirección positiva del ejo OX, tendremos: 


d) F (zx, y) =0, entonces ds== 


di 

ode , 
Y 

sen a = da 


En coordenadas polares, 


d= VIE lraa= V 4 (2) do. 


Llamando f al ángulo formado por el radio polar de un punto de la 
curva y la tangente a la curva en este mismo punto, tenemos: 


cos P=<—, 
sen p=" E. 


22, Curvatura de una curva. So llama curvatura K de una 
curva, en su punto M, al límite de la razón del ángulo que forman [las 


Fig. 35 


direcciones positivas de las tangentes a dicha curva en los puntos M y N 


(ángulo de adyacencia) a la longitud del arco MN mAs, cuando N — M 
(fig. 35), es decir, 
Aa du 
O As ds” 
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donde « os el ángulo entre la dirección positiva de la tangente en el punto 
M y ol eje OX. 

Radio de curvatura R, Recibe el nombre de radio de curvatura R la 
cantidad inversa al valor absoluto de la curvatura, es decir: 


R=RT . 
Las circunferencias son líneas de curvatura constante (x =—, donde a es 


el radio de la circunforencia |, lo mismo que la línea recta (X=0). 


Las fórmulas para Calcular las curvaturas en coordenadas cartesianas 
son las siguientes (exactas, a excepción del signo): 
1) si la curva viene dada por una ecuación explicita y= f(x), la fórmula 
será 
A: A - 
1 a? 


2) si la curva se da por una ecuación implícita F(z, y)=0, se emplea 
la Tórmula 


Fue Fay Ex 
Prx Eyy Fy 
Fe. Fi, 0 | 
(PEA > 


3) si la curva se da en forma paramétrica por las ecuaciones x=Q (t) 
y =p (1), enfonces 


a' y! 
LC ARO 
(224 y 27 
donde 
, dz ,_ dy n dz n _ éy 
TA Su *T AG AP 


Eb coordenadas polares, cuando la curva se da por la ecuación rf (q), 
tenemos: 


r2 4.212 — py" 


INTER 
donde 
: er Pm dar 
dy Y * “Gr: 
3”. Circunferencia osculatriz (o círculo osculador). Se llama 
circunferencia osculatriz de una curva, en un punto M de la misma, a la 
osición límite de la circunferencia que pasa por dicho punto M y por otros 
os puntos P y Q de la misma curva, cuando P-—>M y Q —>M. 
El radio de la circunferencia osculatriz es igual al radio de curvatura 
y su centro (centro de curvatura) se encuentra en la normal a la curva, 
trazada en el punto M, hacia el lado de su concavidad. 
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Las coordenadas X e Y del centro de curvatura se: calculam con Jas 
fórmulas pa 


€, / 1Q 12 
xo LEIA y dt 


La evoluta de una curva es el lugar geométrico de los centros de curva- 
tura de dicha curva. 

Si en las fórmulas para la determinación de las coordenadas dol centro 
de curvatura se consideran X e Y como Jas coordenadas variables -de los 
puntos de la evoluta, estas fórmulas nos darán Jas ecuaciones paramétricas 
de dicha evoluta con parámetro z o y (o t, si la: propia curva viene dada 
por ecuaciones on forma paramétrica). : 


M, 


4 


Fig. 36 


Ejemplo 1. Hallar la ccuación de la evoluta' de la parábola y =x=1, 
Solución. X= —¿423, Ya . Eliminando el parámetro zx, 
hallamos la ecuación de la evoluta en forma explícita 


re)" 


Evolvente de una curva. Se da este nombre a una curva tal, que con 
relación a ella, la curva dada resulta ser la ovotuta. 
La normal MC a la evolvente fF2z es tangonte a la evoluta F'y: la longitud 


1 el " . o . A y 7] 
del arco CC, de la evoluta cs igual al incrementó correspondiente del radio 


War - 
de curvatura CC,=M,C,--MC, cuya razón, la evolvente fy3 recibe 
también el nombro de desarrollo decia curva f',, que se obticne desenrolMlando 
un hilo tenso enrollado a la evoluta PF, (fig. 36). A cada evoluta le corres- 
ponde una infinidad de evolventes, que responder: a jas diversas longitudes 
iniciales que puede tener ol hilo. 

4%. Vórticos de una curva. Se Jlama vértice do una curva al] 
unto de Ja misma en que Ja curvatura. :«ticno máximo o minimo. Para 
eterminar los vórtices de una curva so forma la expresión de la curvatura K 
y se hallan sus puntos. extremos. En lugar de la curvalura X se puede Lomar 
ol radio de curvatura R= y se busca su punto extremo, si es que én 
este caso es más fácil ol cétculo. 


Ejomplo 2. Hallar el vértico do la catenaria y =4 ch = (a >0). 
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Solución. Como y sh —, e yeah, tendremos que K= 


y, por consiguiente, R=a chi. Tenemos, que nh ; 


a 
a 


igualando a cero la derivada e , Obtenemos sh ==0, de donde hallamos 


el único punto crítico z=0. Calculando la segunda derivada : E 


do en ella el valor de =0, obtenemos an == me >0. 
dif li=0 a  al=0 4 


Por consiguiente, ==0 es el punto mínimo del radio de curvatura (o el má- 
ximo po a curvatura) de la catenaria. El vértice de la catenaria y= 


=4 ch = , Será pues, el punto A(0, a). 


y ponien- 


Hallar la diferencial del arco, y el coseno y el seno del ángulo 
que forma, con la dirección positiva del eje OX, la tangente a cada 
una de las curvas siguientes: 


993. 134 y*=a? (circunferencia). 
2 2 , 
994. —=z+ + = 1 (elipse). 
9953. y?= 2px (parábola). 
996. x*/3 + yYs =a*/s (astroide). 
997. y=ach = (catenaria). 
998. z=a (t-—sent); y=a (1—cost) (cicloide). 
999. z=acos* ft, y=asen e (astroide). 


Hallar la diferencial del arco y el coseno, o el seno, del ángulo 
que forma el radio polar con la tangente a cada una de las curvas 
siguientes: 


1000. r=aq (espiral de Arquímedes). 
1001. r= (espiral hiperbólica). 


1002. r=a sec? (parábola). 


1003. r=acos? : (cardioide). 


1004. r=aY (espiral logarítmica). 
1005. r?=a*cos 2p (lemniscata). 


Calcular la curvatura de las curvas siguientes en los puntos 
«que se indican: 
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1006. y =x*—4x3—418x* en el origen de coordenadas. 
1007. 1? +xy+y*=3 en el punto (1; 1). 


1008. =- +-4-=1 on los vértices A(a, 0) y B(0, D). 

1009. r=t”?, y=18* en el punto (1; 1). 

1010. r?=2a*c0s 2p en los vértices cuyos ángulos polares son 
p=0 y p=x. 

1011. ¿En qué punto de la parábola y? =8x su curvatura es igual 
a 0,128? 


1012. Hallar el vértice de la curva y=€”. 
Hallar los radios de curvatura (en cualquier punto) de las líneas 
siguientes: 


1013. y=x* (parábola cúbica). 
1014. +-4-=1 (elipse). 


In y 
2 7] 


| _ y 
1015. E ARES 


1016. z=acos* it; y=asen + (astroide). 


1017. r=a(cost+18sen1); y =a(sent—1icost) (evolvente de la 
circunferencia). 


1018. r =ae*? (espiral logarítmica). 

1019. r=a(1+cos«q) (cardioide). 

1020. Hallar el valor mínimo del radio de curvatura de la 
parábola y? =2px. 

1021. Demostrar que el radio de curvatura de la catenaria 
y=ach— es igual a la longitud del segmento de la normal. 


Calcular las coordenadas del centro de curvatura de las curvas 
siguientes, en los puntos que se indican: 

1022. xy=4 en el punto (1; 1). 

1023. ay? =x* en el punto (a, a). 

Escribir las ecuaciones de las circunferencias osculatrices de las 
curvas siguientes, en los puntos que se indican: 

1024. y=x*?—6x+140 en el punto (3; 1). 

1025. y=e* en el punto (0; 1). 

Hallar la evoluta de las curvas: 

1026. y? =2px (parábola). 
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1027. +-%-=1 (elipse). 


1028, Demostrar que la evoluta de la cicloide 
z=a (¿—sent) y=a(1—cost) 

es una cicloide desplazada. 

1029. Demostrar que la evoluta de la espiral logarítmica 

r =aegrv 

también es una espiral logarítmica con el mismo polo. 

1030, Demostrar que la curva (desarrollo de la circunferencia) 

T=a (cost +tsent); y=a (sen £ —t cos £) 

es la evolvente de la circunferencia z=acost; y =asen £. 


Capitulo IV 
INTEGRAL INDEFINIDA 


1. Integración Inmediata 


1%. Reglas principales para la intogración. 


4) Si F” (2) =f (x), entonces 
Vid =Ft40, ** 
donde C es una constante arbitraria. 


p 

2) | Af (1) dr=Á ' f (x) dx, donde 4 es una constante. 
y ma dk 1 (2) do | 12 (2) de. 

4) Si | Haydr=F (2) +0 y u=Q (2), se tiene, 


| f (u) du=F (u) + C. 


En particular, 
[az+b)da==Flar+b)4o (a +0). 
2. Tabla de integrales inmediatas. 


=In|z4 Y 2244 pe (a + 0). 


Yia+a 


E qrn+l C A 
LY arar AO, nh 
1. ' Z=1m]2/+0 
di _ t to +c= 1 tc 0 
148 | Za =- AN ee = —- arce gg + y (a 0). 
| de _ 4 I—4a 
dl Er Rd 
de ges 
' => 1m|: zp +o (a = 0). 


=Arcsen —+C = —Aarccos —+ C¿ (a >0). 
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vil. ar dr — +C (a > 0); | dame 0. 
VIT. Y sen zdzx= —cos z+4C 
IX. | coszdr=3enz+C 
X. dí =tg 1 +C. 
=—ctgr+C 


= In | cosec z—cetg r[+4+C. 


XITI, 


dz E 

Cos z E Ne A )|+e= In | tg -+secx]4+€, 
XIV. sh xdr=ch x+C. 
XV. Y chzdz=sh x+C. 


XVI. 


| 
la 

XI. VE a 
sE 
| 
] 
eS 


ch2 z 
XVIL. | ral = —cthz+C. 
Ejomplo d. | (022452 40) de=1 azi de+ | bz dal ecdr= 
=6 | 22dr+b | zdr+c | dr =4 40 0040 


Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas 
principales 1), 2) y 3) y las fórmulas de integración. 


1031. | Sata dz. 
AN (6x2 +8x +3) dz, 
Y 2 (u+ a) (a +b) dz. 

1034. a + ba) de. 
Y 
7 


2px dz. 
_dz 
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i—n 
1037. | (nz) ? dz. 

2 2 
1038. | (a*—a% y dz 


VI+1)(2-V2+1) dz. 
22 4-1) (12— 2) de 


1040. 


| 
| 
1039. | 
| 


y q2 
1041. a de. 
1042. MI dr 
1043. | + 
1044. == 
1045, | Ú E 
1046. EE 
1047. ' CA 1049. a) cta? x dx; 
1048*. a) | te? z dz; b) | cth? zx dz. 

h) | th? x dz. 1050. l 3ve* dz. y 


3”. Integración medianto la introducción bajo el 
signo de la diferencial. La regla 4) amplía considerablemente la 
tabla de las integrales inmediatas. Precisamente, gracias a esta regla. la 
tabla de las integrales es válida, independientemenie de que la variablo 
de on sea una variable independiente o una función diferenciable. 

jomplo 


| = Ll a ta 


V 5z—2 


1 1 ps 
e. 2 l ul O A 
2 on 


donde se supuso u=5z—2. Se empleó la regla 4) y la integral I de la tabla. 
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E dz 1 d (2?) 4 : 
Ejemplo 3. VR =+ | ———__— = — In (:? 1+2)4C. 
YT a TV 
De forma implícita, se consideró que u=* y se empleó la regla 4) y la 
integral Y de la tabla. 
Ejemplo 4. Carra == l (=> e de acuerdo con la 


regla 4) y la integral VII de la tabla. 
En los ejemplos 2, 3 y 4, antes de aplicar las integrales de la tabla. 
transformamos la integral dada a la forma 


F(p (2) y” (2) dz= ' f (u) de, dondo u =p (:). 


Este tipo de transformación se llama introducción bajo el signo de la 
diferencial. 


Es conveniente señalar las transformaciones do las diferenciales que se 
emplean con frecuencia, como son las que se utilizaron en los ejemplos 2 y 3: 


1 1 : 
a) d=-= d(ax+-b) (a + 0); bh) zdi==3 d (12) y otras semejantes. 


Hallar las siguientes integrales, empleando para ello las reglas 
principales y las fórmulas do integración. 


a dz z 
1051. 2. 1063". iván de 
22+3 E 
1052*?. Vi dz 1064. | pl de. 
pe 1i—3x 
1053. dz. dz 
| di 1065. ly 
TaZz 5 
1054, | 1066. | y - 
1055. al » dz 
y có (a +5) —(a—b) 21 
z 
1056. | par. 0<b<a). 
a al 1068. | dz. 
1057, (Eds, 068. 13 ma de 
1058, (EHLaz 1069. $ ¿pde 
25246 
1059. l (a+ Aa 2 1070. (z EE he 
dx 
= 1071. | ==. 
1060+*., | EFI do. ' VIFSR 
b dy 10 de 
1061. ek 72. us 
1062. [Y a—bzde. 1073. | 3=y dz. 


8» 


¿arTcsen 
n= sa, do, 


V 1+2)In(24+ VIE) 
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1093. 
1094. 


1095. 
1096. 


1097. 


1098. 


1099. 


dx. 1104, 


1108. 


1110*. 


1111. 


1109*. 


y 
| 
y 
| 
[ cos yz tz. 
| 
| 
| 
| 


x ft x 


(e + 14P el dz. 


sen (a + bx) dz. 


sen? xdz. 
.cosixdz, 


sec? (ax + b) dx, 


1112. 


1143. 


1127. 


QA EA C_ZIO EA E] ARCA 
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sen (1— a?) de. 


z 
ls y2 


te xdz. 


Ci 
cr 
0 
8 
Q 
Q 


Sy 2 

e 009 
a 
te 
Q* 
y 


Lag 
a 
al e 


zctg (1? 4-1) dz. 


dz 
senz=coszx * 


z zz 
cos — sen — dz. 
a a 


sen? 6x cos 6x dz. 


—1) dz. 


1128. 
1129. 


1130. 
1131. 
1132. 


1133. 


1134. 

1135. 
1136. 
1137. 
1138, 
1139. 


1140. 


1141. 


1142. 
1143. 


1144. 


| 
| Esos 
a 
Y 1+3c03*x sen 2z dz. 
ye 
| 
ES 
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Cos ax 


sen! az 
_sendz_ = 0 


3 + cos 370 
_ SENTCOST_ 
Y cost z—seni z seniz 


z 
3 = ser1 E 3 dz. 


q 


a z 


57 zo 
1-+sen 3z 

cos? 3x 
cos az + sen azx)3 
(cos az + senanf a 
sen az 


cosec? 3z 


b—« ctg 3z dz. 
(2sh 5z—3ch 5x1) dz. 


Un 
yl 


2z dz. 


un 
> 
e 


elo 
e] 9 


dx 
shzchx * 


th x dx. 


cth dx. 


E AE A 
a, 
h 


Hallar las siguientes integrales indefinidas: 


1145. | 2y Ba dz. 


1146. 


23—1 
zi.ár—y1 dz. 


1147. 


1148, 


| 
' zer? do, 
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3— Y 24322 
—Fa 


dx 


Senxcoszdz. 


earcl8x 40 1n(1-bx2)-1 
ñ | 53 dx. 


+ 


(2+2+1) 2:21: 
a 


1168. 


1169. 


1170. 


1171. 


1172. 


1173. 


1174. 


1175. 


1176, 


1177. 
1178. 


1179. 


1180. 


1181. 


1182. 


1183. 
1184. 


1185. 


| sen T — COS Y 
senz— cosr 


A 
( sen 73) dE 


dz 


V2—seniz 
dz 
y sentzcosiz ' 


| 
' sen z cos z 
| dx 


arcsen +2 de. 
Vi -— 2 

l soc z1gz 
Vita +1 
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1186. Í ¿E de. 1189, y ch (29423) de. 


42-c083 2x 


dz th x 
1187. hz 1190. | dz. 


ch? z 
1188. [y MEVA q, 


1 4-2? 


$ 2, Método de sustitución 


1% Sustitución o cambio de variable en la integral 
indefinida. Poniendo 


z=0pp (1), 


doude £ es una nueva variable y q una función continua diferenciable, 
tendremos: , 


Y | Oe. (1) 


La función «q se procura elogir de tal manera, que el segundo miembro de 
la fórmula (1) tome una forma más adecuada para la integración. 
Ejemplo 1. TFlallar 


l zVzr—1dz. 


Solución. Es natural poner ¿+= Yz—1, de donde 2=184 41, y dr= 
=2t dt. Por consiguiente: 


| 1 Vzx—1dr= l (1274) 1-22 dt=2 1 (18 4 12) dt = 
2 2 z 2 : 
2 2 2 
A LaS A L lx— j 
== lr Y la + O 
Algunas veces se emplea la sustitución dol tipo 
u =0 (7). 


Supongamos, que hemos conseguido transformar la exprestón subinte- 
gral / (1) dz a la forma siguiente: 


f (2) d2=Eg (u) du, dondo u= q (2). 
Si la ( g (u) du es conocida, es decir, 
| 8 (u) de =F (u)-+-C, 
tendremos 
Vf d2=Flp(a 140 


Este procedimiento es el que ya utilizamos en el $ 1, 3. nn 
Los ejemplos 2, 3 y 4 ($ 1) se podrían haber resuelto de la forma siguiente: 
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Ejemplo 2. u==52—2; du=5dx; di=- du, 
2 
dz 4 du 1 u?* Al 
| Viz—=72 E 
E 
Ejemplo 3. u=a% du=2rdx, rdr= Y 


OS 
z dz 1 du 1 
| YVira 7 ' VEA TIA VIH 


=+ la (124 V1Fz4)4-C. 


Ejemplo 4. u=x3; du= 313 dz; e . 


3 
' med = | uds =P, 


2%. Sustituciones trigonométricas. 
t) Si la integral contiene el radical Y a2—zx?, generalmente se hace 


z=a sen ?; de donde 
Yaiz=a cost. 
2) Si la integral contiene el radical Y/13—af, so hace z=a sec t; de donde 
Y z3—a2 =atgt. 
3) Si la integral contiene el radical Y 13 al, se hace z=a tg t; de donde 


Yzi+al=a sect. 


Hay que advertir, que las sustituciones trigonométrices no son siempre 
las más convenientes. 

En ciertos casos, en lugar de las sustituciones trigonométricas, es pre- 
forible emplear las sustituciones hiperbólicas, cuyo carácter es análogo 
(véase el ej. 1209). 

En el $ 9 se trata más detalladamente de las sustituciones trigono- 
métricas e hiperbólicas. 

Ejemplo 5. Hallar 


| A 
z 


Solución. Hacemos z=tg it. Por consiguiente, dia : 
cos3 £ 
' A Vigtip1 dt _(C osentcosit de 
q2 tg? : cosig son? £ cosif 


dt sen? 1 + cos? £ dt 
sen? ¿cos ? sen? ¿.cos + cos t sen? £ 


Método de sustitución 121 


1 AE 
= la | tg" sect] — 7 C=1m] tgt + Y1+tg?1|— 


VIE ell VAT ¡E e. 


1191, Hallar las siguientes integrales, utilizando para ello las 
sustituciones indicadas: 


rr 
b) e <= —1n t; 
c) (a (5*—3)*dz, 511—3=t; 
d) y t=VzIFI; 
) Y cos z dr 


Vi+Fsentz ' 


Hallar las integrales siguientes, empleando para ello las susti- 
tuciones más adecuadas: 


l = sen Z. 


1192. | 2 (22 4+5)1 da 1197. 2 
l+z e2x 
1193. l EVANS 1198 | EFE dz. 
dx sen? x 
1194. ' VA 1199. eE de 
1195. 1 75 1200*. | 5 
e 
ln 2x dz 
1196. l A. 


Hallar las siguientes integrales, empleando sustituciones tri- 
gonométricas: 


xi de Vxi+i 
1201. y 1205. q E dx. 
z3 dx dz 
1202. | Ez 1206%- | == > 
1203. MEA 1207. | YI=ñBdz. 
dz 
e 
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1208. Calcular la integral 
dx 
| z (1—x2) 


valiéndose de la sustitución xz =sen? ft. 
1209. Hallar 


| Y a? + al dz, 
empleando la sustitución hiperbólica r=ash!. 


Solución. Tenemos, Ya +z3= 274 a3ghtt=a ch t y dee ch tdi. 
De donde, . 


| VAFT 02! ach t.-achidi= 
— an? 2 3 ch2841 , _ est. PE 
a | eh tdt=a | == dt= 3 (5 sh2e41) 40 
al 
a (sh+tcht+t+1. 


Como 
2 2 
y 
V 3 2 
e'=ch t+sh p= EA , 


tendremos en definitiva: 
A AA 2 A — 
' Valida = + Valk + == In (1 + Ya 28) +C,, 
2 
donde C,¿=C + Ina 06s una nueva constante arbitraria. 
1210. Hallar 
| 38 dz 
Ville ” 


haciendo z=ach!t. 


$ 3. Integracion por partes 


Fórmula para la integración por partes. Si u=Qq(2) 
y v==p (x) son funciones diferenciables, tendremos que 
Y e de o | v du. 


Ejemplo 41. Hallar 
| 2 In dz. 
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2 
Poniendo u =)]n x; dv=x dx, tendremos du == e ; p==—. De donde, 


2 
q. 12 dz 
A 


A veces, para reducir la integral dada a una inmediata, hay que emplear 
varias veces la fórmula de integración por partes. En algunos casos, valión- 
dose de la integración por partes, sec obtiene una ecuación, de la que se 
determina la iniegra] buscada. 

Ejemplo 2. Hallar 


' er coszdz. 


Tenemos 


Y ecos zda= | e* d (sen x) = e* sen r— | e* son 2d =e* sen c+ 


+ | ex d (cos 2) =e* sen 2-4 e* cos — | e* cos «dz. 
Por consiguiente, 
e* cos 2 de =e* sen x+e* cos z— | er coszidz, 
de donde 
| e* cos 2d (sen z+ceos 2) +6. 


Hallar las siguientes integrales, utilizando la fórmula para la 
integración por partes: 


1211. | In zxdz. 1220*. | AN dz. 


1212, | arcte z dz. 199291. | zsenzcos zx dz. 


1213. | aresen zx dz. 1222*, | (224 51+6)c052z dz. 


1214. | zsenz dz. 1223. 


1216. | dz 1225. 
e 
1247. [ x.2% dx 1226. | 224 
ve 
1218**, | a%e3% de, 1227. Á xarctg z dz. 


] 
| | 
| 
1215. | 2008 3a de. 1224. y ms 22 de. 
| dz e 
| 
| 


1219*, | (12-22 +5) 87* de. 1228. | xarcsen z dz. 
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1229. l in (24+ V TF) dz. 1233. ' 3% eos z dx, 
1230. l E 1234. | sen bz dí. 
1231. | Zak. 1235. | sen(laz) de. 
1232. ya sen dx 


Hallar las siguientes integrales, empleando diferentes proce- 
dimientos: 


1236. | ea dy, 1246, € 2mnVz qa 
o —Í 
1237. | eY= dz. 1247. | meg 2 de 
1238, | bio ) ln z dz. 1248, | sentz qe, 
e 
1239, | zin 1249. cos? (Ln x) dz. 
It y? 
1240. | —= 1250, | Fado 
E p Jn (In 7) de 
1241, | dz. 1251*. f (Faz 
1242, | a? arctg 3z dz. 1252*%, ' a*— q? dz. 
1243. | z (arctg 1) dz. 1253*, | V A+rz? dz 
1244. l (arcsen 1)? dz. 1254*, | _Sdz . 
yI—a 


1245, | az. 


S 4, Integrales elementales que contlenen un trinomlo cuadrado 


8 E me+n 
1%, Integrales dol tipo Vr El 


rincipal de cálculo consiste en reducir el trinomio de segundo grado a la 
orma: 


procedimiento 


art bart eo=a (24H l, (1) 


donde k y 1 son constantes. Para efectuar la transformación (1), lo más 
cómodo es completar cuadrados en el trinomio de segundo grado. También se 
puede emplear la sustitución 


dar+b=!t. 
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Si m=0, reduciendo el trinomio de eno grado a la forma (1), obte- 
nemos Jas dado pe inmediatas 1II o IV (véase $ 1, 2”, tabla de las inte- 


grales elemontales). 
Ejemplo. 
| de 1 du 
283247 23) (. 0 58.,23,(7 2 
(2-2 72+33)+ (3-35) 
5 5 y 
d1:—— TT — 
1 4 | 4 
=-5 E = + == arce — YC == 
(<=) + 31 2 V 31 Y 31 
4 16 7 7 
2 4r— 5 
= = arttr ——— 
- y 31 E E 


Si m-=20, del numerador se separa la dorivada 2ax-+b del trinomio 
de segundo grado 


m mb 
| mz-+n Fa 77 Car 094 (937) di 
ari bi+e =1 ari4+bi+ce de 
m mb dz 
=37 10/02 4+d24o/4 (9-37) | Ear 


y de esta forma nos encontramos con una integral como la que analizamos 
más arriba. 
Ejemplo 2. 


4 4 
E  l 
pa a2t—:—/1 2 niz e 


in [12—2—4 A + 


2 (1142 5 2 2 V5 14 Yy5 
(> 3) 3 S de 
2, Integrales del tipo vz 
az ze 


Los métodos do cálculo son análogos a los examinados más arriba. En defí- 
nitiva > integral se reduce a la V integral inmediata, si a >0, y a la VI, 
sia<O, 

Ejemplo 3". 


dz E. dz _ 4 a 4-30 
Y2F3z=2228 y2 ES 2-3) v2 5 : 
, 16 4 
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Ejomplo 4”. 
l A O MT +2 | ZO 
Via4 2142 2 y Yyii4 22 VE+0%+1 
=V 1232242421 (2414 Y34 422 F2)4+C. 
3, Integrales del tipo 
dx 
(mx +42) YVaritir+e 
Utilizando la sustitución inversa 
e 
mxH+n 


estas intograles se reducen al tipo 2”, 
Ejemplo 5. Hallar 


| - de 
y (241) Vz24-1 


Solución. Ponemos 


z-P1 => , 
de donde 
dx == 
Terniemos: 
e 3 
de pl a dt 


AVI VER 
A 


1 A+ V 2 (2241) | 
7 in Eze pan +C. 


L- 1 


4 
+C0= 


4%. Integrales del tipo | Yazi4+bx+c dz. Completando cua- 


drados en el trinomio do segundo grado, esta integral so reduce a una de 
las dos integrales principales siguientes (véanse los N08, Nos 1252. y 1253): 


A 3 
1) | yaitaid=> Y a2 — z2 +3 areson =4C, 


y VA =F VITA Gola VI FA 40. 
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Ejemplo €. 
l Vi-21—atidr= ' Y2=(1L2d (142) = 


E V1-— 22 — 2? +aresen - 


+C. 
e A 88 
Hallar las integrales: 
de 6 de 
dz de 
1256. ' az 1289. | 7 
dx d 
1257. Na 270 | a 
1258, f ads 


la) YA pzz 
1259. A 
Vi+ 2x5 de. 


1260. 
1261. 
1262, 


| 
du 
| rs 1275. Cl 
1263. E COS y de 
: sont —Gsenx+ 142 7 
1264, ( er de 
| | 
| 


. Viper pen i 


Y 12 — 42-59 1278. sen x dz 
22—8 Viostz +4 COS z -p- 1 


Va" 1279, Y — Qe 


2 Y1—=4laz—Intx 


VEIITET 1277. 


1265. 2 


1266. 


1267. 


S 5. Integracion de funciones raclonales 


1%. Móútodo de los cueficientesindetorminados. La inte- 
gración de una función racional, después de separar la parte entera, se 
reduce a la integración de una fracción racional propla 


P (x) 


HON de 


428 Integral indefinida 


donde P(z) y Q(x) son polinomios enteros y el grado del numerador P (2) 
es noz que el del denominador Q (2). 


d 
Q)=(9%... (20, 
donde a, .... 1 son las diferentos raíces reales dol polinomio Q (7) y «, ... 
son números naturales (grados de multiplicidad do las raíces), da itacción 4) 
podrá ur? en fracciones Pd es: 
Pia _ - 
o dr E 


cor 
La 
ET =, A + nd (2) 


Para calcular los cooficientes indeterminados Aj,, A £; ambas partes 
de Ja identidad (2) se reducen a la forma entora y, después, se se igualan los 
eo de cada una de las potencias iguales de la variable z (primer 
pa imiento). También se pueden calcular estos cocficiontes igua- 
ando la x, en la igualdad (2) o en su equivalente, a ciertos números debi- 
damente elegidos (segundo procedimiento). 

Ejemplo t. Hallar 


| zdz EUR 
, (14) (141)8  *” 
Solución. Tenemos: 
Á 


z 
(21) (141) —z—1 IG T 4 TER o á 
de donde 


15 A(0+184B, (24) (241) +B2 (21). (3) 


a) Primer procedimiento para la determinación de los coeficientes. Copiamos 
la identidad (3) dándole la forma 


x=(A+ By) 124- (244 Bo) 2 4-(A— B, — Bo). 
Igualando los coeficiontos de cada una de las potencias iguales de x, tenemos 
0= A+Bs; 1 =24+ Bs; 0== A— B,— Bo. 


De donde ; á : 
á=q Bi=-—-Z 5 Bi==3p + 


b) Segundo procedimiento para la determinación de los coeficientes. Haciendo 
x=1 en la identidad (3), tendremos: 


4 =A-4, es decir, A=. 


Haciondo z= —1, tendremos: 


Il 
|» 


—1= —B-2, es decir, Ba 
Haciendo después z=0, tendremos: 
0 = A —Bi, — Ba, 


es decir, B,¿= A—B2= o. 
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Por consiguiente, 
V 
E A 
4 Y 21 43) ut "*2]J] (741) 
1 


1 1 0% 
A do ds 


1 1 E | 
E E a 
A hare al il 
Ejemplo 2. Hallar 
dr =1 
Aaa 
Solución. Tenemos, 
1 1 _ A B C 
2332 z  x(r—1) ETS r—i ES (1—1)2 
y 
1=A (1-1) + Bz (2--1)4-Cx. (4) 


Al resolver este ejemplo, se recomienda combinar los dos procedimientos 
para la determinación de los coeficientes. Utilizando el segundo procedi- 
miento, hacemos z=0 en la identidad (4) y obtenemos t= A. Luego, haciendo 
z=1, tendremos quo 4=C. Después, empleando cl primer procedimiento, 
jgualamos en la identidad (4) los coeficientos de x3. Tendremos: 


O=A+B, os docir, B= —1. 
De esta forma, 
A4=1, B=-—i1 y C=1. 


or consiguiente, 
dz dx de. í 
=1 NN | Ey Pitra e 
Si el polinomio Q (1) tiene raíces complejas «a >) de multiplicidad k, 
en la descomposición (2) entran adomás fracciones simples de la forma 
MirA- Ny, Mir Nr 
PARAR A AA y 
xl -- pr+q api le 
donde 
227 pa4q=[2—(a+ 10) [1 —(0—1b)] 


y Mi, Na, --., Mn, Nr son cocficientos indoterminados que se calculan por 
los procedimientos indicados más arriba. Cuando Ak=1, la fracción (5) 
se integra directamente; cuando k”> 1, se emplea el procedimiento de reduc- 
ción, recomendándose que previamente se le dé al trinomio de segundo grado 


2 2 
24 px+q la forma (++) - (7-2) y so haga la suslitución cs. 
Ujemplo 3. Hallar 


+1 e 
as 
Solución. Como 

2244 Lo=(724 2)84-4, 


91016 
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poniendo x+4+-2=2z, tenemos: 
un 2— 23 
1=| z—1 dal 2 dz ' (14 22)—2 ds 


(407 (2413 3" (241 
1 dz 1 4 
ol a li) 
z 1 A 
—arcty y ete 2= ATA) (3F1) 
4 +3 1 
—-7 arotg z+C= =ZRPIRFD CT arctg (1+2)+C. 
2. Método de Ostrogradski. Si Q (zx) tiono raices múltiples, 
se tiene, 
Pl) y AD Y ; 
TA Koro ds e 


donde Q,(z) es el máximo común diyisor del polinomio Q (z) y de su deri- 
vada Q' (2); 


Q (1) =0Q (2) : Q; (x); 


X (2) o Y (z) son polinomios con coeficiontes indeterminados, cuyos grados 
son menores en una unidad que los de Q, (+) y Q, (x), respectivamente. 

Los coeficientes indeterminados de los polinomios X (x) o Y (z) se calculan 
derivando la identidad (6). 

Ejemplo 4. Hallar 


dr 
lx 
Solución. 


di  —— 4ARPA4ABIAC ad 
| (a— 1 ay — 1 +1 3— 1 Ñ 


Derivando esta identidad, tendremos: 
1 (24x+B) (23—1)—3232 (Ax2+B24+C) , Dx24-Ex4-F 
> BL >> AA 
o bien, 
1=(2412+B) (23 — 1) — 342 (Ar2 + Bx+-C)+(D32+ Ezx+ PF) (2341). 
Igualando loz coeficientes de las correspondientes potoncias de z, tendremos 
D=0; E—A=0;, F-—2B=0; D+3C=0; E+24=0; 
B+F=-—1; 
do donde 
A=0;, B= +; C=0, D=0;, E=0; F= EE 
y, por consiguiente, 


dz 4 z 2 ' dz (7) 
| BN 73 at. 3) a" 
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Para calcular la intogral del segundo miembro de la igualdad (7), des- 
en fracciones elementales: 


componemos la fracción 31 


es decir, 
1=17 (224+2+10)+Mzx (2-1) 4 N (z-1). (8) 
Poniendo z=4, tendremos que L=+ , 


Igualaudo los coeficientes de las potencias iguales de z en ambos miem- 
bros de Ja igualdad (8), hallamos: 


L+M=0; L—N=14; 
es decir, 


Por lo tanto, 


' A | EA 
LO ca 4 3 — 1 ipr+ tl 
2 
== Inf2— 4 | ha (142 +1)— 7 arctg HF + C 
y 
de zx 4 ad. +1 2x+1 
PA A e O 
Fíallar las integrales: 
dx 5124 Gx 4-9 
1280. | er: 1288. | y ez. 
'" 2252 +9 Pt 
1281. | Ej dz. 1289. | A de 
dx 
1282. | PDT 1290. | pa ez 
2124417 —91 Acad 
28 lea 2 lp e. 
51342 
1284. za 1292. y are 
de 
1285. | e: 1293. | NAS 
3-41 
1286. | E dz. 1294. me 
rA— 6x3 4 121346 
ASolS Vs dx. 1295. Va 


9» 
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dz dz 

1296 | pr 129 lp 
d 344 

2 Y ra: 1300. | pap dr 

á 3r-PU 

di CAES 


Hallar las integralcs siguientes, utilizando el método de Ostro- 
gradski: 


dz due 
sáds | (1415241) pS os 
d at— 222+2 


Hallar las integrales siguientes, cmpleando diversos procedi- 
mientos: 


qó e dz 
1305 N ora 1310. dare 
, 274. 13 
1306. | 7 de 1311. 4 AS 
—x+14 
id y Ra Sl AA 
22 dr 
1308. | > 1313. | e 18 | 
d 
1309. | rr: 1314. | E 
S 6. Integracion de algunas funciones Irracionales 
1% Integrales del tipo 
Ear 
olé ar+b y % Et) | 
l Ro (Ez) ] (ata y son J dz, (1) 


donde R es unu función racional y Pi 41 Pa 42 »..-SON 
númoros enteros. 
Las integrales «dol tipo (1) se balian valiéndose de la sustitución 


azx+b 


— = Z* 
cz +-d : 


donde nr es el mínimo común múltiplo de los números Ey Lo -*> 


Ejemplo 4. Hallar 


| dx 
Vir=1-—y 2-41 ' 
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Solución. La sustitución 22—41=21 reduce la intogral a la forma 


dx =/ 21 2% dz 
Y 2214 —Y2r= 1 y iz" ¿Ri 


221 (+14) 2=(04 094210] 2414 0= 
=(1-+y 221) + in (y 22-110) +4C. 


Flallar las integralos: 


1315. | 7= de 1321 (LE de. 
1316. ' a: 1322. TV 
1317. 2 1323. Í 2 V Has. 
1318. | PE: 1324. yy El dz. 
1319. $ A dE 1325, $ — E 


1320. O AL a 
(Ap VEA 
2. Integrales del tipo 


Pn (x) di 2 
| Va (2) 


dondo Pa(z) es un polinomio de grado a, 
Se supone que 


Ps (x) Sn O locos GATES UURE E dx 3 
| Va dí =On-5 (1) Yar2+d+re+h ' Vapba re , (3) 


dondo Q,-, (7) es un polinomio de grado (r-—1) con coeficientes indeterm!- 
nados y A es un número. , 

Los coeficientos del polinomio Q,-, (2) y cl número A se hallan deri- 
vando la identidad (3). 


Ejemplo 2. 
2 2 = EE peca == 
| Tí Via +4dz ' Vita dz 
=(454B224C24D) VFIGA! VERY j 
De donde 


zt+ 4x2 = (34124 2Bx + C) Yap rt 2 A 


VaFI Ya ya 


LS 
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Multiplicando por Y 13+4 e igualando los coeficientes de las potencias 
iguales de z, obtenemos: | 


4 ñ B=0; Cp D=0; A = —2. 


A==q 


Por consi guiente, 
— E —_— 
y 2 VAFida= 22 y DF4-2 Im (04 V7F8) 40. 
3. Integrales del tipo 


( di . (4) 
Y (z—a)p Yaritpbr+e 


Se reducen al tipo de integrales (2) valiéndose de la sustitución 


1 =t 
— 

Hallar las integrales: 

al de dx 
1326. va 1329. | VA 
327. | —“2— az. q_ 
j | Vi-a1 ió dd Vara 

gi O | 
1328. | VE 1331. VE A e 


4%. Integrales de las diferenciales binomias 
' zP (a+ hb) dz, (S) 


donde m, rRyp son números racionales. 

Condiciones do Chébicheyv. La integral (5) puede expresarse 
por medio de una combinación finita de funciones elementales únicamente 
on log tres casos que siguen: 

1) cuando p es número entoro; 


2) cuando dd 


> - es número entero. Aquí se emplea la sustitución 
a+bx=2%, donde s es el divisor de la fracción p; 

3) cuando = +p es número entero. En este caso se emplea la sus- 
titución ax”n+b= 34, 

Ejemplo 3. Hallar 

3 A 

| A ; 

Vz 


4 
1 1. m4 23 


E 1 
Ñ E E de R 4 


2 , 


Por consiguiente, tenemos el 2) caso de integrabilidad. 
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La sustitución 
1 


+ mg 
nos da: z=(28—1)4; dz 1223 (23— 1)3 dz, Por lo quo 
1 1 4 
0 AY 33 (23-—1)3 
Í a (142 ) 0 


=12 | (4023) d2=5 234€, 


¿=V 14 Yz. 


a 


donde 


Hallar las integrales: 


3 
1332. Y 25 (14 227) * dz. 1335. y E ; 
z 
1333. ¡Mr 1336. | cd 5: 
22 (24295 
dz dz 
1334. VAT: 1337. | ViTy3 


$ 7. Integracion de funolones trigonométricas 
1% Integrales del tipo 


| sen” x cos” zdx=JIm,n, (1) 


donde myn son números entoros. 
1) Cuando m=2k+1 es un número impar y positivo, se supone 


Im,n= — | sen?* x cost z d (cos 2)= — ' (1—cos? 2)* cosñ z d (cos 2). 


De forma análoga se procede cuando r es un número impar positivo. 


Ejemplo 4, 
senliz senil zx 
| sent0 q cosi z dr = | sento r (1 — sen? z) d (sen x)= ENANA E +(C 


2) Cuando m y rn son números pares y positivos, la expresión subinte- 
gral (1) se transforma valiéndose de las fórmulas: 


son? 2=> (1—cos 27), cos? 2> (1 +c08 22), 


4 
sen z Cos t=3 gen 2z. 
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Ejemplo 2. 


| cos? 3z sen? 3z di = | (cos 3z sen 32)2 sen? 3z dr = 


an? AD 
al AS =— 7 (sen? 67 — sen? 6x cos 61) dx = 
¡ PA 2 8 
NE | (son 6zcos6z ) dx= 
8 2 
lhfz sent2x 1 
a A e 3 » Y 
=3 (3 2 6) +0. 
3) Cuando m=—Hp y R=—vw Son números enteros, negativos y paros 
del misino orden, tenemos 
a ' EAT | cosec? zx séciTÉ y d (tg x)= 
sen” zcos” x 
y PAY, 
E v-—2 
1 y? Y ? (1+tg22) 1 
== : 2 2 == y » 
=| (+) ea? ag) TT ile) 


A este cago se reducen, en particular, las integrales 


dz E d(=) y de _ a) 


y pu v 
son?z 2 cos” z seno (=+ sem (+2) 


ME A 
sen” 009" -3 
Ejemplo 3. 

dx W 4 
| cost z | A | Uta 2) d (tg x)=tg 24-3 189 24 


Ejemplo 4. 


dx 4 dz 4 A 
| a 2 | E == 71 tg 3 y secó da 
sens 2. coss E 
2 2 
qe 
4 (1++8 7) dE 
8 tg” = 2 
2 
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4) Las integrales de la forma | tg" zdx[o | ctg" xdz ], donde m es 
un número entero y positivo, so calculan valióndose de la fórmula 
tg? z =30c* z—1 
(o de la correspondiente ctg? x= coscc? z — 4). 
Ejemplo 3. 


3 
| tgirdr= ' tg? x (sec? z— 1) de=E ZA tg2 dr 


= ' 62 (sec? 2—1) da =E22 —to 4-4 Cl. 


5) En el caso general, las integrales fm, n de la forma (f) se calculan 
por medio de fórmulas de reducción (fórmulas de recurrencia), que se deducen, 
ordinariamente, empleando la integración por partes. 


Ejemplo 6. 
m2 2 » 
| dz = scafzg costz. Sun Z.+ SET T dz + _ 
cosi z cos3 x cos? x COS T 
p| 1 COS z 
Sal a IN cl TEN 
sen z 
e Ci 
E 5 ln | tg x+3e0 2 [+ 


Hallar las integraJes: 


1346. 


1338. | cosa dz sr. N 
1339. | sentz dz. 1348. | 
1340. | sen? x cosi z dz. 1349. | co de. 
1341. Dodd dz. 1350. | a —— 
co dx 
1342, VA a d 1351. | sonb zx cosÍ z 
1343. ' sent zx dz. 1352. ' A : 
sen S coss y 
1344. l sen? zcos? z dz. y 
son (2+3) | 
1345. | sen? x cos! z dz. 1353. == 7 4% 


cos* 32 dz. 1354. | 1.8 


sont q * 
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1355. 


1357. 


| 

1356. | tg? 5z dx. 
| 

1358. | 


1359. | (tg +tg<) az. 


2%. Integrales de las formas: 


1360, ¡ q sen? zt dy 
cos? z 
1361. | dz 
1362 Ñ sen? zx y cos zx du 
dz 
eS | a 
1364. VO ez 


| sen mz cos nz dz, 


l don mz son nx dz y | COS MZ COS NA dZX. 
Én estos casos so mproan las fórmulas: 
1) sen mz cos nz=-3 [sen (m-+ mn) z+sen (m —n) 2]; 


2) sen mz sen nz => [cos (m— n) z—cos (m-+n) 2); 


3) cos mz cos nz => [cos (m —na) x4cos (m-+n) 2). 


Ejemplo 7. 


16 20 


| sen Dz sema de=| y [cos 82 —cos 107] dr==2+. 2 senS8z— L son 107 y+C. 


Hallar las integrales: 


1365. | sen 3zxc0s dz dz. 


Z e 
1367. cos y cos y dz. 

Y YE 
1368. | sen 7 cos <— dz. 


3%, Integrales de la forma 


| 
1366. | sen 10x sen 15x dz. 
| 


1369. | cos(az+-b)cos(az—b)dz. 


1370. | sen ot sen (wt + q) de. 


1372. 


| 
1371. | cos zcos? 3z dz. 
' sen z sen 2x sen 3z dz. 


' R (sen z, cos z) dz, (2) 


donde R es una función raclonal. 


1) Valióéndose de la sustitución 


de donde 
sen == 


12 2dt 


4— 
m* áat erar:  d par, 
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las integrales de la forma (2) se reducen a integrales de funciones raciona- 
les do la nueva variable +. 


Ejemplo 8. Hallar 


dz =/ 
1 + sen I-+cosz  —' 
Solución. Suponiendo tg F= t, tondremos: 


2dt 


1+t2 po de E E 
Fa — AG nl 40m Im] 14 EF |+e 


2l 
+ 4-12 + 44 ¿2 
2) Si se vorifica la identidad 
R (—sen 7, —cos 2) = R (sen zx, cos 7), 


para reducir la integral (2) a la forma raciomal se puede emplear la susti- 
tución tg r=f. 
En este caso, 


t 1 
sen T= VIFR , 0ST= VITA 
z dt 
r=arctg f, “=1 TA 
Ejemplo 9. Hallar 
Ta 7=! 3) 
1++sen! x 
Solución. Poniendo 
tgr=t E 1 matan 
] TR 17” 
tendremos: 


( — A A LA 
EA NE 


IFR 
1 
2 
Debe advertirse que la integral (3) se calcula más de prisa si el nume- 
rador y el denominador de la fracción se dividen previamente por cos? z, 


En algunos casos concretos es conveniente el empleo de procedimientos 
artificiales (véaso el ejemplo N* 1379): 


== arctg (i VD+0= Gar (V2 tg 2) 4-C. 


Hallar las integrales: 


dz COS zx 
1373. Vas: 1375. | a de, 


1374. ( ME 1376. | A 


Sen 1+Cc08 z * 4 —sgen z 
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a rl 
878. Ñ ir" 
dd 
1380. | ¡E El ds. 

1381. > 
1382. | mor 


senix+338enxc03 x—cos3x" 


1383*. | — 


S 8. Integracion de funciones hiperbollcas 
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1384 7 
1385, | ¡HZ az. 
1386. | ET ó 

387. lara 
1388 | arar 
138%. | dades: 
1390*. | A 


La integración de las funciones hiperbólicas es completamente análoga 
a la integración do las funciones trigomomótricas. 
Deben rocordarso las siguientes fórmulas principales: 


1) ch3:—sh?2x=1; 

2 sh22=> (ch 22—1); 
3) eh? 2 == (ch 22414); 
4) sha chz => sh 2x. 

Ejemplo 1. Hallar 


ch3 dz. 


C_ rr) 


Solución. Tenemos: 


l ch3 x dx = | y (ch 2x+1) da== h20+ 240. 


Ejemplo 2. Hallar 
Y eh z da, 
Solución Toremos: 


HC, 


| ch3 z dx = | chi zd (sh 2)= | (1 +sh? z) d (sh 2) =sh gy 2h 
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Hallar las intograles: 


1391. | sh z de, 1397. | Eb3z dz. 
1392. Y oh z de. 1398. | othiz dz, 
1393. Á shzchz de. 1399. laa: 
1394. | sh ch? de. 1400. res 
1395. Nina: 1401. KK 
1396. | PAG 1402. ' a = 


$ 9. Empleo de sustituciones trigonométricas e hiperbolicas para el calculo 
de Integrales de la forma 
R(z, Y a234-d2+<) dz, (1) 


donde R cs una función racional. 

'»s Transformando cl trinomio de segundo grado ax?-b7+4c en una suma 
o resta de cuadrados, reducimos la integral (1) a una de las integrales de 
las formas siguientes: 


1) | R lz, Vm?— 23) de; 
2 y R (z, Vm2?+ 22 22) de; 
3 | RÍz, Yza— 22— m2) de. 


Estas últimas integrales so resuclvon valiéndose, respectivamente, de 
las sustituciones: 


1) :=msent o z=mthi, 
2) z==mtgt oz=msht, 
3) z=msect o z=mch!. 
Ejemplo 4. Hallar 


dx 
CIMVATETZS 
Solución. Tonemos: 
4 23+2=(24+1)2+4- 1. 
Pongamos x+141=!tgt, en cuyo caso de =scc3i di y 


d 21d st 
=' z =1 sec = 1 cost a 


(2+1y3 VENDE ter? £ soc £ sen? 
1 Yal4 2742 
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Ejemplo 2. Hallar 
l 2 Vii+r+tdr=1. 


Solución. Tenemos: 


1 3 
aqetis (043) +7 : 
Poniendo 
+1 y dim Y ch 1 dt, 
obtendremos: 
pel (Bar—-4) 8 cn YE ont at 
2 2 
A. | sh tchtt dt | chas de 
3V3 ch3e 3/1 1 
A (sh t ch Ho 1) 40. 
Como 


NA 3 (2+3) , E VY1i+zx+1 
1 ——— 2 
¿=1n (+5 + VIT) + Im 75) 


definitivamente, e 


[= L e14 24177 3 (243) VER Fi 


— 0 [+74 VAF=F1) +0. 


Hallar las integrales: 


1403. | V32x—a? dz. 1409. 


1410. 
1411. 


Y 12617 de. 
aer dz. 


(x— 1) VE —3x + 


| 
YE | 
VA22F2 dx. 1412. es: 
Va=1 | 
ya Va 


(22 ac 4ol 
(1 4 22) SS 


(1 — 22) Y 


a?—4 dz. 1413. 


Vii+xdz. 1414. 
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5 10. Integracion de diversas funciones trauscendentes 
Hallar las integrales: 


x d 
1445. | (141)0* dx, 1421. y pa 
1416. Y 2% cos” 3x dx. 2 lA 
TA 
1417. | x sen xcos2z dz. 1423. ' at ]p E dz. 
1418, ya * sen z dz. 1424. Y In ( (2+Y1422) dz. 
1419, Y e sen = sen 3z de. 1425. | zarccos (57 — — 2) dz, 
1420. | ze cos zx du. 1426. | son sh z dz, 


$ 11. Empleo de las dl de reducción 


127 Dl a a hallar 77 e ly. 


1428. In = l sen” z dx; hallar /, e ls. 


1429, IT, = Vas hallar 73 e £,. 


cog” zx 


1430. 1, =l are" de: hallar 50. 


S 12. Integración de distintas funciones 


1431. A 1437. | 
1432, Mp 1438. V aaa q 

' 
1433. | Prr 1439, y re A. 
st. E | 1440. y va dx. 
1435. ln 1441. € Va do 
20. Y ta: uz. | á 
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1443. 


1444, 


1445. 


1446. 


1447. 


1448. 


1449, 


1450. 


1451”. 
1452. 
1453. 
1454. 

1455. 
1456. 


1457. 
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2x +1 
V (412—.27 +-1)9 


: (22 4- 2) Vial 
V 129 dz. 
Vz—4r dz. 
dz 
2 Vii 


y +22 +2 dz. 


1461. 
1462. 
1463. 
1464. 
1465. 


1466, 


1467. 


1468. 


1469. 
1470. 


1471. 


1472. 


1473. 


1474. 


1475. 


1476. 
1477, 
1478. 


dx 
cos zsenó zx ' 


costó z 


| 

| sen? z das 
y 

X 


ÓS z—a' 


2 Ed : 


cosiz—2 as a7T 
dió 


sen «son sen z son 2z * 


(24 cos 5 37 + cos a) * 


COS 1 


] 
| 
| 
a 
| 
| 
y 
| 
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1479. N 22ln Y T=zds. 1490, j dz. 
TP 
1480. € ESttEz q, 7 
+2 1491. | ¡Tz dz. 
z 3r e 
1492, Y (2*—4) 10 de. 
1482 | pan. 
(sen z-F cos 232 1493. | Ve+Taz, 
1483. l o. : arct 
(tg 241) sen? z 1494. —E dz. 
1484. l sh x ch zx dz. : 
ES 1495. | 22 arcsen— dz. 
14 q sh La A 
md y Yi—z 1496. | cos (1n 1) dx. 
sh xchz 
1486. | ata az. 1497. MES — 31) sen Óz dz. 
z a 
1487. Ñ 5, de. 1498. | zarctg(2z+3) dz. 
dx 
1488. Ñ Por 1499, | arcsen Vz dx. 
e* 
1489 | jp 2 1500. | [2] dz. 


101016 


Capitulo V 
INTEGRAL DEFINIDA 


$ 1. La integral definida como límite de una suma 


1% Suma integral. Sea f(x) una función definida en ol segmento 
as<r<b y a=79<2%< ... <xp=b una división arbitraria de este seg- 
mento en » puries (fig. 37). La suma do la forma 


n—1 
Sa= Y /(E1) Azs, (1) 
¿=0 
donde 3 < EL Tipps ÁZ¿= 7141 883 
¿=0, 1,2, ... (n—1), 
recibe el nombre de suma integral de la función f(z) en [a, 5]. S, repre- 


senta geométricamente la suma algóbrica de las áreas de los correspondien- 
tes paralelogramos (véase la fig. 37). 


2. Integral dofinida. El límite do Ja suma Sn, cuando el 
número a de divisiones tionde al infinito y la mayor de las diferencias Az; 
tiende a cero, so llama integral definida de la función f (+) entro los límites 
z=a y z=0b, os decir, 


n—1 b 
Mi y ¡) Az; = de. a 
máx. Ax, +0 y f (E:) Az ) f(x) de (2) 


Si la función f(x) es continua en Ja, 5], también será integrable cn [a, b]), 
es decir, ol límite (2) existo, independientemente del método que se emplee 
para dividir el segmento de integración [a, b] en segmentos parciales y de 
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la elección de los puntos E; dentro de dichos sogmentos. La integral (2), 
dofinida geométricamente, es de por sí la suma algóbrica de las ureas de 
las figuras quo forman el trapecio mixtilínco aABb, on cl que las áreas 
do las partes situadas sobre el eje OX se toman con signo positivo, mientras 
que las áreas de las partes que se encuentran bajo el eje OX so toman con 
signo negativo (véase la fig. 37). 


F ig. 39 


La definición de la suma intogral y de la integral definida se genera- 
izan, naturalmente, al] caso cuando a >b, 
Ejemplo t. Formar la suma intogral Sy para la función 


f(x) =1+2 


en el segmento [í, 10], dividiondo este intervalo on n partes iguales y 
eligiendo los puntos E, de forma quo coincidan con los extromos izquierdos 
de los segmentos parciales [z;, 2;+,). ¿A qué cs igual el cr Sp? 

n- 


Solución. Aquí a =L == y == + id = 14. 


De donde f (E;)=1+ 434 . Por consiguiente (fig. 38), 


n— 1 n—1 
919. 418 81 
=D) 1G0rm=)) (247) Er A mk 
i—0 1=0 
ae Si n(n—4) ,2, 34 1 ro 1 81 
04 4 (1) 8730 
$ lim Sn=58 +. 
n— 00 


E jemp! o 2. Hallar el árca del triángulo mixtilínco, limitado por el 
arco de la parábola y =x12, cl oje OX y la vertical z=a« (a > 0). 


Solución. Dividimos la base a en n partes iguales Ar=2= . Eligien- 
do el valor de la función en el comienzo de cada segmonto, tendremos: 


y1=0; (Ey v=[2(2)"] os m=[ m1) E]. 
10+ 
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El área de los rectángulos inscritos se calcula multiplicando cada ya por 


la baso A2== (fig. 39). Sumando, obtenemos el área de la figura esca- 
tonada 


s=2 (2) [424314 ... (01) ]. 


Utilizando la fórmula de la suma do los cuadrados de Jos números enteros 


n: 
y a” (n +1) (2n +1) 
E 
h=1 
hallamos 


a (n—1) nr (2n — de 


Sq= Gn3 


de donde, pasando al límite, obtememos:.' 


S= lim S,= lim 2 (n—1)n (211) 


ad 
73=>00 Gn5 3 


Calcular las integrales definidas sigulentes, considerándolas como 
límites de las correspondientes sumas integrales. 


d i 
1501. | dz. 1503. | e de. 
a a) 
T 10 
1502. | (0400) de 1504. | 2% de. 
Vo Y g son constantes. 1505*. EA 
1 


1506*. Hallar el área del trapecio mixtilíneo, limitado por la 
hipérbola 
| a 
AAA 


el eje OX y las dos ordenadas: z=a y z=b (0<a<b). 
1507, Hallar 


sen £ di. 


f (1) = 


DL” H 
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$ 2, Calculo de las Integrales detintdas por medio de Indefinidas 


1. Integral definida con el Jímite superior varia- 
ble. Si la función f(t) es continua en el segmento (a, bj, la función 


xXx 


Fl)=k Hal 


a 
es una función primitiva de f (2), es decir, 
F' (2) =f (2) para a <z<b. 


2. Fórmula de NewtonLeibniz. Si P'(x)=f(x); se tiene, 
> a 
A f (1) dx =F ([x) ' =F (db) —F (a). 
a 
La función primitiva F (x) se calcula hiallando la integral indofinida 


(1) d2=F (2) +4C. 


Ejemplo 1d. Hallar la integral 


3 
l ai dz, 
1 
3 
Solución. | atar + E 8 
=1 
1508. Sea 
b 
I= Li (0>4>1) 
Hallar: 


dl dí 


Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 
23 
1509. F(=)=Inedt (2>0). 1511. F (2) == e-P de, 


Xx 


1510. F(a)= 


| 
! | 


Vx 

VIEAd. 1512. I= | cos (1%) di (2 >0). 
i 
= 
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1513. Hallar los id extremos de la función 


Utilizando la fórmula de Newion-Leibniz, hallar las siguientes 
integrales: 


í x 
dz eo, 
1514. M] 1516. e dt. 
| 13 ) 
5d x 
1515. |. 1517. | costat. 


Valiéndose de las integrales definidas, hallar los 'límites de 
las sumas: 
7) 


1518*, lira Let 
1519, tim (Ly A ts +). 


4 2- 
1520. pe (p >0). 


Ti 00 


Calcular las integrales: 


2 1 
s : dx 
1521. y 2% 4- 3) dz. 1527. E 7 
8 == pa - y? dy 
1522. | (V22+V2) dz. 1528. y EE 
0 — 
1 
PA E , dx 
1523. qa dy. 19% Vara 
1 a 
dz 
6 1530. 
1524. | V2—2de | 
? a q3 
3 Pa 1531. | 31 
1525. — 0 
y V 25432 a 
e: . 
1532. 2a da 
2 6 
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E _ 
2 
a de 
o (_ e 1540. to z dz. 
1533 5 3 gz 
3,5 p A 
5 E e = 
o ) ES 1541 E “pd 
SN 3 gto dp 
1535. "OEx ' 
x 1542. | “dz. 
A e 
1536. | costa da. i 
ó 1543. | chzdz 
3T 
— 0 
2 
3 in 3 
1537. | sen p do. 1544. en 
E la 2 
A de r 
1338, | mz: 1545. Y sh z de 
0 
1539. y 2 a 
4 


S 3. Integrales impropias 


19. Integrales de las funciones no acotadas. Si una 
función f(x) no está acotada en ningún entorno del punto e, del segmento 
[a, b], y es continua cuando e<x<e y e<zx<b, de acuerdo con la defi- 
nición se supone: 


b c—e y 
f (2) dz=lim | /(2)d24 lim y (=) dz, (1) 


Si existen y son finitos los límites del segundo miembro de la igualdad (1), 
la integral impropia recibe el nombre de convergente, en ol caso contrario 
será divergente. Cuando c=a o c=b, la determinación se simplifica de la 
forma correspondiente. 

Si existe una función F(z), continua en el sogmento fa, b] tal, que 
F" (1) =f (2) para z + e (primitiva generalizada), se tiene, 


db 
Y 12) dz=P (6) —F (0). 2) 
A 
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Si |fED|<F (2) para a<zx<b y | F(x)dz convergo, la integral (1) 


ao o 
Mea 


también converge (criterio de comparación). 


Si f(0)>0 y Jimi ()]0—=P")=4 5 00, A=zX+0, es decir, f(x) — 


op" cuando x—>c, tendremos que: 1) si m < 41, la integral (1) es 


convergente, 2) si m > 1, la integral (1) es divergente. 
2”. Integrales con límites infinitos. Si la función f(x) 
es continua para a << 00, Se supone que 


00 D 
| f(2) da= Jim ' J (e) de (3) 


a a 


y según que exista o no exista límite finito del segundo miembro de la 
igualdad (3), la integral correspondienle recibirá el nombre de convergente 
o de divergente. 


Análogamente 
5 0 La) b 
| f(x) dr= lim | f(x) dx y | f(2)dxw lim ' f (x) dz, 
400 . dro * 
ya = 89 br+o0o0 E 
00 
Si f(D|<F (2) y la integral | F (x) dz converge, la integral (3) tam- 
a 


bién convergerá. 
Si f(2)>0 y lim [(f(2) 27) =A 00, A =£ 0, es decir, f (1) — A cuando 
X -=» 00 


==> a, tendremos qu 1) sim>1í, la integral (3) es convergente, 2) si 
m<t, la Eco (3) es divergeuto. 


Ejemplo 
ed Pd ed 1 1 
L£ z z 
—-—<= lim | —= =- Jim | Elim (1) lim (—1)=00 
Ñ ql £-»0 2, ES a q? n>0 n plo Y! 


la integral es divergente. 
Ejemplo 2. 


co 0 
cid = lim | da =1lím (arctgb—arctg 0) => - 


. pal te o iz? tro 


Ejemplo 3. Invostigar la convergencia de la integral de Euler-Poisson 
Á e dz, (4) 
0 
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Solución. Se tiene, 
1 00 
' ev az, 


00 
| e* dr= | e day 
1 


La primera de las dos integrales del seguudo miembro no es impropia 
<e7”* para 2 >1 y 


y la segunda es convergente, ya que e” 
es b 
y e* dr =lim y er*dr= lim (—e”del)=e71; 
b-=»00 bo 
(5) 


por consiguiento, la integral (4) es convorgente. 
jemplo 4. Investigar si es convergente la integral 


00 
( dz 
y 24 
1 
Solución. Cuando z—>-+00, tenemos: 
1 E 1 
Ty 3 4 EN 
) 2 Vir 2 


1 e 
zx 


Va+1 V q? (1+ 


Como la integral 


nvestigar si es convorgente la intogral elíptica 
(5) 


es convorgonte, nuestra integral (5) también lo es. 
1 
dz 


Ejemplo 5 
| Vi—si 
Solución. El punto de discontinuidad de la función subintegral es: 
z=4. Aplicando la fórmula de Lagrange a la diferencia 1— ximm (Í— 2) x 
X (1 +2) (1 4-22), obtenemos: 
E AE AA. 
Vi=x3 Y(i1=2)-4 E de 
par (1 —x)1 2x7 


y AL 7 


1 
Yiza 2 iia 


donde z< z,< 4, Por consiguiente, cuando z—>1, tendremos 
1 
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Como la integral 


1 


| ( == Jas 


es convergente, la integral dada (6) también convergorá. 
Calcular las siguientes integrales impropias (o determinar su 


divergencia): 
1 
dx 
1546. [ L_. 
NV 
E 
1547. E 
—1 
1 
1548. E 
0 
: d 
TI 
1549. | ¿y 
0 
d 
45 + 
1550, | Via 
1551. [E 
1 
1552, Vr 
1553. ES 
1 
1554. | Ta 
” d 
1555, | TO 


1556. 


oro 8 
[d7) 
19: 
[ua] 
R 
S, 
3 


Se o» aero é me ol enu—_as Dr_r38g out oanNa oc>8 se -a8 


dz 
zlaz * 


2.3 nNy- 


dz 
zIn3z "* 


Se_—_2N|]>- 


dz 
zlnz 


(a >1). 


dx 
zln2z 


(a>1). 


ctg x dz. 


e** de 


(de > 0). 


arctg z 
ad 


Cambio de variable en la integral definida 155 


Averiguar si son convergentes las integrales: 


100 1 
dz dz 
E re E 
00 2 
1568. | —— == : 1572. | E 
1 24 a 145 ¿ nz 
ñ dx e sen x 
o A a 157 e . 
1569 Ebo +A 3 ) 2 dr 
2 


Ñ zdzx 
1570. TO 
1574*. Demostrar que Ja integral de Euler, de 1% especie 
(función beta) 
1 
B(p, q)= | 2 (1—a)t1dz 
es convergente cuando p>>0 y q >0. 


1575*- Demostrar, que la integral de Euler, de 2% especie, 
(función gamma) 


T (p) = pan de 
es convergente cuando p>>0. 


S 4. Cambio de varlable en la integral definida 


Si Ja función f(x) es continua en el segmento a<zx<b y z=Qq(t) cs 
una función continua conjuntamente con su derivada q'(£), en el segmento 
a<t<fP, donde ep (a) y b=q(B). y la función f[qp(t)] es definida 
y continua en el segmonto a <t <P, tenemos 


b B 
Wa IO ACES 
e [e 2 
Ejemplo 4. Hallar 
a 
| 2 Vd (a > 0). 
0 


354 Integral definida 


Solución. Hagamos 
z=a sen ft; 


dx ena Cos t di. 


z . z 
En este caso, f==arcson z Y, por consiguiente, se puede tomar a = 


== arcsen 0=0, f =arcsen =>. Por lo cual, tendremos: 


a? sen? Y 27—a? sen3 tacos tdt= 


o aa 


a 
| 2 Vat—2 dr = 


qe BLA E 
2 2 2 
ai a? 
= ql | son? í cosi + di = | sen3 2t dl = =3 l (1 cos 4t) dt = 
0 y 0 


La 
a 2 
a 
=3 (son 42) pa e. 


1576. ¿Se puede calcular la integral 
| 2 


| Vi=2 ds 


valiéndose de la sustitución z=»cos 1? 
Transformar las siguientes integrales definidas valiéndose de 


las sustituciones que se indican: 


á 

3 y 

A e dz E 

1577. y Vias, =2—1. 1579. | FT z=sk t. 
= 


1578. 


T 
-2 

SES x = Sen £. 1580, l [ (2) dx, x=arctgl. 
0 


Vial ? 


pot m 


1581. Para la integral 
b 


Y /H(e)dz  (b>a) 
a 
indicar una sustitución lineal entera 


z ==0t- P, 
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que dé por resultado que los límites de integración se hagan 
respectivamente iguales a O y 1. 


Utilizando las Sustituciones que se indican, calcular las siguientes 
integrales: 


dz 
14 Vz 


(1—2)3 
" (22) /24-3 
2 


1582, 


=1?, 


1583. 


dx, I—2= 28, 


1584. | Ver—1dzx,  — e£t—1i=z22 


dt t 


1585. 3-2 cos t* EF=2. 


dz 
1586. farsa ' tgr=f, A 


hr bt 
Au ocay AS 0 E Dl 2 de 


Valiéndose de sustituciones adecuadas, calcular las integrales 


1 ]in3 
Vi-—2 er Yer—1 
1587. | 2 az. 1589. | ¿az 
2 
2 
2 == 5 
1588, | ta dx, 1590. | A . 
y z y 224 Y 3244 
Calcular las integrales: 
3 a 
15 . o BA » ==” 2 . 
91 | ESTE 1593 y Vas dz 
1 d 231 p 
T Zz 
1592, ) ra 1594. | Ticas: 


1595. Demostrar, que si f(x) es una función par, 
a a 


' f(1) dr =2 | f(x) dz. 


158 Integral definida 


Si, por el contrario, f(x) es una función impar, 


a 


' Hz) dx=0. 
—G 
1596. Demostrar, que 
| e de=2 | e-rtdr=l dr. 
EA PS 
1597. Demoslrar, que 
TY 
1 2 
l dz e l senz 7 
arccos zx E z 
0 0 
1598. Demostrar, que 
A T 
2 2 
| f (sen x) dz = | f (cos 2) dz. 
0 


$ 5. Integración por partes 

Si las funciones u(x) y v(zx) tienen derivadas continuas en el 
“segmento la, b], se tiene, 
bob 


b 
| a (1) v (2) de =u (2) v(2)| — | v (2) u' (2) de. 4) 


a 
Calcular las siguientes integrales, empleando la fórmula de inte- 
gración por partes: 

q 


1599. 


ze* dz. 


in! 


zcos dz. 14603. 


1600, 1604, 


puna 
re] 
8 
¡=P 
a] 


e*cosbridz (a >0). 


1605. | e senbxdx (a >0). 


seraB oemo28 omo 


z 2 
S 8 
» 0 
el» añ 3 mtl”yo > 
8 
Ss 
£ 
b2 
Y 
=p 
A 
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1606**. Demostrar, que para la función gamma (véase el N' 
1575) es válida la fórmula de reducción: 


P(p+1)=pP (p) (p>0). 


Deducir de esto, que T'(n-+1)=n!, si n es número natural. 
1607. Dermnostrar, que para la integral 


T 1 
2 = 

Í,= | sen” z dx = | cosrzdx 
0 0 


es válida la fórmula de reducción 


n—i1 
Í, = n Das 


Ballar f,, si n es un número natural. Utilizando la fórmula 
vbtenida, calcular fa y 1,0. 

1608. Calcular la integral siguiente (véase el N% 1574), em- 
pleando reiteradamente la integración por partes 


1 
B(p, q) =| PA (12) de, 
Ú 


donde p y q son números enteros y positivos. 
1609*. Expresar por medio de B (función beta) la integral 


Fm,n=)Y Sen” cos” dz, 


ecc tunia 


si 7 y nr son números enteros no negativos. 


S 6, Teorema del valor medio 


4%. Acotación de las integrales. Si f(x)<7F (zx) para 
a<x<b, se tiene 


14 b 
p J(z) de < | F (2) dz. (4) 
Ga a 
Si f(x) y p(z) son continuas para e <r<b y, adomás, p (1) >0, se tiono, 
Dd 0 b 
mi o(=)dz< | 10) 9 (2) do <mM| 9 (2) dz, 2), 


a a 
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donde m es el valor mínimo absoluto y M el valor máximo absoluto de la 


función f(=) en el segmento (a, b] 
En particular, si y (1) =1, se tiene 
b 


m(b—0)< | HaJdz< M'b—a). 
a 
Las desigualdades (2) y (3) se pueden sustituir respectivamente por sus 
equivalentes igualdades: 
d D 
| De dam (o X pla 
a 


a 


(3) 


13) 
Y 162) de=1 (0 0—a) 


donde e y E son números que se encuentran entre a y b. 
Ejemplo d. Acotar la integral 


Solución. Como 0 < sen? z < 1, tendremos: 


st T 3 
E<I<EV E 


1,57<I1<4, 9. 
2. Valor medio de la función. El número 
b 
hi f (2) dz, 


es decir, 


a 
se llama valor medio de la función / (2) en el segmento e <zx Kb. 
1610*. Determinar el sigoo de las integrales siguientes. sin 


calcularlas: 
2 27 
a) ' 23 dx; c) q 
—1 


n 
b) ' T COS Z dx; 
A 
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1611*. Determinar (sin calcularlas) cuál de las siguientes inte- 
grales es mayor: 


1 1 
a) y VIE 2 dz o | zda; 
0 0 


1 
by | x= sen?zdz o ) aoeutada, 


Mee AS 


2 
ex” dz O | er dz, 
t 


Hallar los valores medios de las siguientes funciones en Jos seg- 
mentos que se indican: 


1612. f(a)=x*, 0<zr<1. 
1613, f(x) =a+bc08x, —nE£r<nA. 
1614. f(x) ==sen? zx, OSI, 
1615, f (x) =sent zx, OSTISMA. 


1 


1616. Demostrar, que la l o está comprendida entre 
J y2 x—a 
2 120,67 y —7:=0,70. Hallar el valor exacto de esta integral. 
Acotar las integrales: 


*T 
z 
1617. l Vira dz. 1620*. VE tdz. 
0 0 
Le 
1618. Ñ a 1621. 2022 de 
| T 
7 
2x d 
> X 
1619. ) 1043 cosz . 


1622. Integrando por partes, demostrar que 


2007 ¡ 
y COosz 

0< | dz 
1007 


111016 
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S 7. Areas de las figuras planas 


17. El área en coordenadas cartesianas. Si una: curva 
continua se da en coordenadas cartesianas nor la ecuación y =f (2) [f (1) > 0], 
el área del trapecio mixtilíneo, limitado por dicha curva, por dos verticales 
on los puntos z=«a y z=b y por el segmento del eje de abscisas a <z < b 
(tig. 40), se determina por la fórmula 


0 
S= | f(x) dz. (1) 


Ejemplo 1. Calcular el área de la' figura limitada por sa parábola 
2 
y=>5 , por das rectas 2==1 y x=3 y por el eje de abscisas (fig. 41). 


19 


Fig. 40 Fig. 41 


Solución. El área que se busca se expresa con la integral 


Ejomplo 2. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
z=2=y=—y? y el eje de ordenadas (fig. 42). 

Solución. En oeste caso están cambiados los ejes de coordenadas y, 
por consiguionto, el área que se busca se expresa con la integral 


1 


1 
s= | (1-4) dy=45, 
A 
donde los límites de integración y¡=-—2 e y2=4 son las ordenadas de los 


puntos de intersección do la curva dada con el eje de ordenadas, 
En un caso más genoral, cuando el área S de la figura está limitada 
por dos curvas continuas y=f,(x) e y=f,(x) y por dos verticales z==a 


Areas de las figuras planas 163 


y 2=b, donde f, (2) < fo(x) para a<z<b (fig. 43), tendremos: 
b 
s=| (2H (2)1 dz. 2) 


Ejemplo. 3. Calcular el área S de la figura plana comprendida 
entre las curvas 


y=2—a2al e yi= q? (3) 
(fig. 44). 


Solución. Resolviendo simultáneamente el sistoma de ecuaciones (3), 
hallamos los límites de integración: 1,=-—i1 y z»==1. Do acuerdo con la 
fórmula (2), obtenemos: 


í 5 
3 51 
S= | (at 218) di (2 Ss 25) e 
«1 


Si la curva se da por ecuaciones en forma paramótrica, z=9 (1), y =p (1), 
el área del trapecio mixtilíneo, limitado por esta curva, por dos verticales, 


Fig. 42 


x=a y z=b respectivamente, y por el segmento del eje OX, se expresará por 
la integral 
ta 


s= (+00, 
¿ 
donde t, y lo se determinan de las ecuaciones 
a=p (1) y b=q(t2) [y (t) >0 en ol segmento [?y, to]]. 
Ejemplo 4. Hallar el área de la elipse S (fig. 45), utilizando sus 
ecuaciones paramétricas 
X=4COS!Í, 
y =b sent. 
Solución. En virtud de la simetría será suficiente calcular el área 
de una cuarta parte y, después, cuadruplicar el resultado. Poniendo en la 


114 
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ecuación x=acost primero z=0 y después -=4, obtendremos los límites 


de integración: => y t¿=0. Por lo que 


ruab 


sen? t di = 
4 


ou 


0 

q S= | b sen a (—sen t) dt =ab 
E 
2 


y, por consiguionte, S =xab. 
2. El área en coordenadas polares. Si la curva continua 
so da en coordenadas polares por una ecuación r=f (q), el área del sector 


AOB (fig. 46), limitado por ol arco de la curva y los dos radios polares 
a y a correspondiente3 a los valores y, y Pa¿==f, so expresa por la 
integra 


B 
s=>3 | I/O) dq. 


E 


Ejemplo 5. Hallar el área de la figura limitada por la lemniscata 
de Bernouili r2=a8 cos 2q (fig. 47). 


B 
raf (6) 
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Solución. Como .la curva es simétrica, delerminamos primero el 
área de uno de sus cuadrantes 


T 
4 1 - 1 2 
Z S z yo cos 29 do | 3 sen29 |, Z 


De donde S =a2, 


“1623. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y=4x—a? y el eje de abscisas. 
A624. Calcular el área de la figura limitada por la curva 
y7 In, el eje OX y la rocta r=—e. 
1625*. Hallar el área de la figura limitada por la curva 
y x(r—1)(z—2) y el ejo OX. 
4 1626. Hallar el área de la figura limitada por la curva $ =x, 
la recta y=1 y la vertical x=8. 
1627. Calcular el área de la figura comprendida entre una 
semionda de la sinusoide y=senzx y el eje OX. 
1628. Calcular el área de la figura comprendida entre la curva 
. T 
y=tgx, el ejo OX y la recta r=>3F. 
1629. Hallar el área de la figura comprendida entre la hipér- 
bola zy=m?, las verticales z=a y z=3a (a>>0) y el eje OX. 
1630. Hallar el área de la figura comprendida entre la curva 


3 
de Agnesi == y el eje de abscisas. 


1631. Calcular el área de la figura Jimitada por la curva 
y=x?, la recta y=8 y el eje OY. 

1632. Hallar el área de la figura limitada por las parábolas 
y =2px y 1?=2py. 
) 1633. Calcular cl área de la figura limitada por la parábola 
y32-—x? y la recta y= —z. 
/ 1634. Calcular el área del segmento de la parábola y==x*, 
que corta lá recta y=3— 2z. 

1635. Calcular el área de la figura comprendida entre las pará- 


bolas y =x?, y=> y la recta y=2z. 
1636. Calcular el área de la figura comprendida entre las pará- 
2 
bolas y=>+ e y=4—Za?. 
1637. Calcular el área de la figura comprendida entre la curva 
4 
i+zx 
1638. Calcular el área de la figura limitada por las curvas 
y=e*, y=e* y la recta z=1. 


de Agnesi y= y la parábola y=>. 
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1639. Hallar el área de la figura limitada por la hipérbola 


3 
—=1 y la recta x=2a. 


1640*. Hallar el área limitada por la astroide 
2. 2 2 
23 4- yi=a3, 


1641. HaJlar el área de la figura comprondida entre la catenaria 


y=achZH, 


el eje OY y la recta y=3 (e* +4). 

1642. Hallar el área de la figura limitada por la curva 
aty? = x? (a? — z?), 

1643. Calcular el área de la figura comprendida dentro de la 
curva 


9 


(5 +41 


1644. Hallar el área de la figura comprendida entre la hipér- 
bola equilátera x?-—y?*=9, el eje OX y el diámetro que pasa por 
el punto (5; 4). 

1645. Hallar el área de la figura comprendida entre la curva 
y==3> el eje OX y la recta z=1(x>1). 

1646". Hallar el área de la figura limitada por la cisoide 
sE y Su asintota x= 2a (a > 0). 

1647*. Hallar el área de la figura comprendida entre el estro- 
— )? 
A y su asíntota (a > 0). 

1648. Calcular el área de las dos partes en que la parábola 
y? =2z divide al círculo 2? + y?=8. 

1649. Calcular cl área de la superficie comprendida entre la 
circunferencia x2+y?=146 y la parábola 2? =12(y—1). 

1650. Hallar el área contenida en el interior de la astroide 


y = 


foide y? = 


z=acos* 1; y=bsen e, 


1651. Hallar el área de la superficie comprendida entre el eje 
OX y un arco de la cicloide 


r=a (i—sent), y=a(1—cos!). 
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1652. Hallar el área de la figura limitada por una rama de la 
trocoide 


x=at—bsent, 
(0<b< a) 


y=a—bcosi 
y la tangente a la misma en sus puntos inferiores. 
1653. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide 
z=a (2003 (—cos 21), 
| y = a (2 sen £ — sen 21). 


1654*, Hallar el área de la figura limitada por el lazo del 


folium de Descartes 
dat. 3at2 


S=1p8>* Y=1FR* 

1655*. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide 
r =4 (1 +cos q). 
- 1656*. Hallar el área comprendida entre la primera y segunda 
espira de la espiral de Arquímedes r=aq (fig. 48). 


1657. Hallar el área de una de las hojas de la curva 
r=ac0s 2. 


1658. Hallar el área limitada por la curva r?= a?sen 4p. 
1659*. Hallar el área limitada por la curva r =a sen 3p. 
1660. Hallar el área limitada por el caracol de Pascal 


r=2--c03p. 
1661. Hallar el área limitada por la parábola r=0a set E 
y las semirectas p=+ y =>. 
1662. Hallar el área de la figura limitada por la elipse 
E A 
r= Sr (0<e<1). 
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1663. Flallar el área de la figura limitada por la curva 
r= 2acos3p, que está fuera del circulo r=4. 
1664*. Hallar el área limitada por la curva 2t+y*t=x?+4 y?. 


$ 8. Longitud del arco de una curva 


1%. Longitud del arco en coordenadas rectangula- 
res. La longitud s del arco de una curva regular y=f(x), comprendida 
entre dos puntos cuyas abscisas sean r=e y «=b, es igual a 


a 


s= | VIF dz. 
b 


ei 1. Hallar la longitud do la astroide 2724yY8=a?/s 


(fig. a 
Solución. Derivando la ecuación de la astroide, tendremos 
1/3 
, => ee 
y= y ./3 


Por lo cual, para la longitud del arco de un cuarto de astroide, tenemos: 


a a 
4 yes a 3 3 
qe! V 14 dk dama. 


0 0 


De donde, s=6a. 
2%. Longitud del arco de una curva dada en forma 
paramétrica. Si la curva se da en ecuaciones de forma paramétrica 


Fig. 49 F ig. 50 


z=0Q (1) e y=w(t) (en que p(t) y p(t) tienen derivadas continuas), la lon- 
gitud s del arco de la curva será igual a 
la 
s=1 Ii py dt, > 
t1 
donde t, y t, son los valores del parámetro correspondientes a los extremos 
del arco. 
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Ejemplo 2. Hallar la longitud de un arco de la cicloíide (fig. 50). 
z =a (t—sen £), 
y =4 (1 —cos t). 


, d 
Solución. Tenemos 2 =< =0 (1—cos t) o y == i=a sen ft. Por lo 


cual 
27 27 


ps Va cos DTF AT sont i dt =2e | sen y dt 84. 


Los límites de integración t¿=0 y t2=2x corresponden a los puntos 


extremos del arco de Ja cicloide, 


Fig. 51 


Si una curva regular viene dada por una ecuación r=f(qp) en coorde- 
nadas polares r y q, la longitud s del arco será igual a 
B 


$1 Vir? de, 
[0.2 


doude a y fB son los valores del ángulo polar en los puntos extremos 
del arco. 
P 


Ejemplo 3. Hallar la longitud total de la curva [r=a sen? -e 


(fig. 51). Toda la curva está descrita por el punto (r, p) al variar q desde 0 
hasta 3n. 
P 


" Solución. Tenemos r'=ma sen? -7 cos + , por lo cual, la longitud 
de todo el arco de la curva será 


3x1 IP ——__—— 3 3 
s=1 V a? sonó +02 sont < cost E dp=a | send dp == ; 
0 Ó 
1665. Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica 
y*=x* desde el origen de coordenadas hasta el punto cuyas coor- 


denadás son =4, y=68. 
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1666*. Hallar la longitud de la catenaria y=a ch = desde el 
vértice A(0; a) hasta el punto B (b; h). ñ 

1667. Calcular la longitud del arco de la parábola y=2V 1 
desde z=0 hasta 2=1. 

1668. Hallar la longitud del arco de la curva y=e*, compren- 
dido entre los puntos (0; 1) y (1; e). 

1669. Hallar la longitud del arco de la curva y=lnz desde 
z=V3 hasta z=V 8. 

1670. Hallar la longitud del arco y=arc sen (e”*) desde x=0 
hasta z=1. 

1671. Calcular la longitud del arco de la curva z=ln sec y, 


comprendido entre y=0 e y= > , 


1672. Hallar la longitud del arco de la curva ¿== y?—=y ln y 


desde y=1 hasta y=.2€. 
1673. Flallar la longitud del arco de la rama derecha de la 
tractriz 


x= Y a*—y? +a ln 


desdo y=«a hasta y =b(0<b< a). 

1674. Hallar la longitud de la parte cerrada de la curva 9ay? = 
=z (1— 3a)?. 

1675. Hallar la longitud del arco de la curva y=ln(cth 5) 


desde z=a hasta z=b(0<a< b). 
1676*. Hallar la longitud del arco de la evolvonte del círculo 


a+ Y a3—y3 
y 


= A t), 
AO ] desde ¿=0 hasta ¿=7". 
y =a (sen ¿— £ cos £) 


1677. Hallar la longitud de la evoluta de la elipse 
1=2 cos? £; y=5 sen? t (c? = 4? —b?). 


1678. Hallar la longitud de la curva 
z=a (2 cos: —cos 2t), 
y = a (2 sen t — sen 21). 


1679. Hallar la longitud de la primera espira de la espiral de 
Arquímedes r = a. 
1680. Hallar la longitud total de la cardioide 


r=a (1 -+.<o0s q). 
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1681. Hallar la longitud del arco de la parte de la parábola 
r=a sect h- , cortada de la misma por la recta vertical que pasa 


por el polo. 
1682. Hallar da longitud del arco de la espiral hiperbólica 
rp=1 desde el punto (2: 5 hasta el punto (+: 2) ; 


1683. Hallar la longitud del arco de la espiral logarítmica 
r =ae"0 (m > 0), que se encuentra dentro del círculo r=a. 
1684. Hallar la longitud del arco de la curva 


o=3[(»+ 7) desde r=1 hasta r=3, 


5 9. Volúmenes de cuerpos solidos 


149. Volumen de un cuerpo de revolución. Los volúmenes 
de Jos cuerpos engondrados por Ja revolución de un trapecio mixtilíneo, 
limitado por una curia y="f (x), el eje OX y dos verticales z=ua y z=b, 
alrededor de los ejes OX y OY, se expresan, respectivamente, por las fórmulas: 


bd d 
1) Vx=x | yldx, 2) Vy=2x Y au dz *). 
a a 


Ejemplo 1. Calcular los volúmenes de los cuerpos engendrados por 
la rotación de la figura, limitada por una semionda do la sinusoide 
y =sen z y por el segmento 0 <zx <x del eje OX alrededor: a) del eje OX 
y b) del eje OY. 

Solución. 


a) Vx=H1 


b) Vy=2x | sen x de =2x (—z cos 3 sen z)5 =212, 


El volumen del cuerpo engendrado por la rotación alrededor dol eje OY 
de la figura limitada por la curva x= g (y), el eje OY y las dos paralelas 


*) Sea un TO engendrado por la revolución alrodedor del eje OY de 
un trapecio mixtilínco, limilado por la curva y=f(=) y por las rectas 
z=a, z=b e y=0. Como elemento del volumen de este cuerpo se toma el 
volumen de una parte del mismo, engendrada por la rotación alrededor del 
eje OY de un rectángulo de lados y y dr, que se encuentra a una distancia z 
dol eje OY. En cste caso, el ciomento del volumen cs: 


D 
dV y =2n xy dx, de donde Vy =2x1 | zy dz, 


a 
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y=c e y=d, puede determinarse por la fórmula: 
d 
Vy=x | a? dy, 
e 
que ye obtiene de la fórmula 41), expuesta anteriormente, pormutando las 
coordenadas z e y. 
Si la curva se da de otro modo (en forma paramótrica, en coordenadas 


polares, etc) en las fórmulas anteriores hay que hacer el correspondiente 
cambio de variable de integración. 


Fig. 53 


En el caso más peneral, los volúmenes de los cuerpos engendrados por 
la rotación de una figura, limitada por las curvas y,¡=f,(7) € y2=f2(x) 
(siendo f, (2) < fotx)) y por las rectas z=a, z=b, alrededor de los ejes de 
coordenadas OX y OY, serán respectivamente 


bd 
Vx=n ' (y3 — y]) dz 
a 
b 
Vy=25 | (yyy de. 
a 


Ejemplo 2. Hallar el volumen dol toro, engendrado al girar el 
círculo 22 + (y —b)2< a2 (0 > a) alrededor del eje OX (fig. 52). 
Solución. Tenemos: 
yy =b—Velzl e yy=b+ Yal22. 
Por lo cual 
a 3 
Vr=Hx l [d+ Y a2— 193 —(b— Y a2—x3)2] de = 


—á 
a 


= 4nb Vai a? de= 210 %b 
=Q 
esta última integral se resuelve haciendo la sustitución r=a sen t). 
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£l volumen de un cuerpo, obtenido al girar un sector, limitado por un 
arco de curva 7=fF ((p) y dos radios polares p=a, p=B, alrededor del ejo 
polar, so puede calcular por la fórmula 


Vp=F a | r3 sen q de. 
a 


Esta misma fórmula es cómodo aplicarla cuando se busca el volumen 
de cuerpos engendrados por la rotación, alrededor del eje polar, do figuras 
limitadas por cualquier curva cerrada, dada en coordenadas polares. 

Ejemplo 3. Determinar e) volumen engendrado por Ja rotación de 
la curva r=aescn 2p alrededor del eje polar. 

Solución, 


sen9 2p son p dp = 


AE 


ELA 
2 c 4 
Y p = 2-3 5 | 72 son q dp == mas 
0 
E 
2 


32 as 4 3 A 
== Ne | scn* p cos Pd 5 e . 

2% Cálculo de los volúmenes de Jos cuerpos sólidos 
cuando se conocen sus secciones transvorsales. Si 
S=S (x) es el área de la sección del cuerpo por un plano, perpendicular a 
una recta determinada (que se toma como eje 0OX), on el puvto de abscisa z, 
el volumen de este cuerpo será igual a 

*Xy 


V= ( S (1) dz, 
4 
donde z, y z, son las ahscisas de las secciones extremas de dicho cuerpo. 
fjemplio 4. Determinar el volumen de una cuña, cortada de un 
cilindro circular por un plano, que pasando par el diámetro de la hase 
está inclinada respecto a ella, formando un ángulo a. El radio de la base 
es igual a R (fig. 53). 

Solución. Tomamos como eje OX el diámetro de la base, por el que 
pasa el plano de corle, y como eje OY el diámetro de la haso, perpendi- 
cular al anterior. La ecuación de la circunferencia de la base será 124- y? = R?, 

El área de la sección ABC, que se encuentra a la distancia x del 
origen de coordenadas O, será igual a 


1 dl y 
S (1)=ar. AABC == 7 AB - BC==5 YY tg a ==> tg a. 
Por lo que el volumen que se busca de la cuña, es 
R R 
1 2 
V=2 ts Ñ y? tgadr=tga Ñ (22%) di =- tg a RI. 
0 "0 


1685. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación, 
alrededor del eje OX, de la superficie limitada por el eje OX y la 
parábola y =azr—z? (a >0). 
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1686. Flallar el volumen del elipsoide, engendrado por la 
rotación de la elipse a+ =1 alrededor del eje OX, 


1687. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la superficie limitada por la catenaria 


y=achZ, el eje OX y las rectas 2= + A. 


1688. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la curva y=sen*x, en el intervalo z=0, 
hasta r=11. 

1689. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
superficie limitada por la parábolá semicúbica y? ==, el eje OX 
y la recta z=1, alrededor del eje OX. 

1690. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la: 
misma superficie del problema 1689, alrededor del ejé OY. 

1691. Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados al girar 
las superficies limitadas por las líneas y=e*, z=0 e y=0, 
alrededor: a) del ejo OX y b) del eje OY. 

1692. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor del eje OY, la parte de la parábola y? =4ax, que intercepta 
la recta r=a4. 

1693. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor de la recta z=a, la parte de la parábola y*=ú4ax, que se 
intercepta por la misma recta. 

1694. Flallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor de la recta y= —p, la figura Jimitada por la parábola 


y? =2px y por la recta =>. 
1695, Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, 
alrededor del eje OX, la superficie comprendida entre las pará- 


bolas y=x?* e y=V 2. 
1696. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alre- 
dedor del eje OX, el lazo de la curva (1—4a) y? = az (1 — 3a) (a > 0). 
1697. Hallar el volumen del cuerpo que se engondra al girar 


3 
la cisoide yo — , alrededor de su asíntota x= 2a. 


1698. Hallar el volumen del paraboloide de revolución, si el 
radio de su base es RR y su altura es HH. 

1699. Un segmento parabólico recto, de base igual a 2a y de 
altura % pira alrededor do su base. Determinar el volumen del 
cuerpo de revolución que se engondra («limón» de Cavalieri). 

1700. Demostrar, que el volumen de la parte dol cuerpo de 
revolución, engendrado al girar la hipérbola equilátera x?-— y? = a* 
alrededor del eje OX, que intercopta el plano x=2a, es igual al 
volumen de una esfera de radio a. 
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1701. Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados al girar 
la figura limitada por un arco de la cicloide 


“z=a(i—sent), y=a (1 —cos t) 


y por el eje OX, alrededor: a) del eje OX, hb) del eje OY y 
c) del eje de simetría de la figura. 

1702. Hallar el volumen dol cuerpo engendrado al girar la 
astroide z=acos*¿, y=bsen?1 alrededor del eje OY. 

1703. Hallar el volumen del cuerpo que resulta de la rotación 
de la cardioide r=a(1+<os q) alrededor del eje polar. 

1704. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la 
curva r=acos? q alrededor del eje polar. 

1705. Hallar el volumen. del obelisco, cuyas bases paralelas 
son rectángulos de lados A, B y a, b y la altura igual a A. 

1706. Hallar el volumen del cono elíptico recto, cuya base es 
una elipse de semiejes a y b y cuya altura es igual a h. 

1707. Sobre las cuerdas de la astroide x%a + y?/s =: aYs, paralelas 
al eje OX, se han construido unos cuadrados, cuyos lados son 
iguales a las longitudes de las cuerdas y los planos en que se 
encuentran son perpendiculares al plano XOY. Hallar el volumen 
del cuerpo que forman estos cuadrados. 

1708. Un círculo deformable se desplaza de tal forma, que uno 
de los puntos de su circunferencia descansa sobre el eje OY, el 


centro describe la elipse: +1, mientras que el plano del 


círculo es perpendicular al ADO XOY. Hallar el volumen del 
cuerpo engendrado por dicho círculo. 

1709. El plano de un triángulo móvil permanece perpendicular 
al diámetro fijo de un círculo de radio a. La base del triángulo 
es la cuerda de dicho círculo, mientras que su vértice resbala por 
una recta paralela al diámetro fijo, que se encuentra a una dis- 
tancia h del plano del círculo. Hallar el volumen del cuerpo 
(llamado conoide) engendrado por el movimiento de este triángulo 
desde un extremo del diámetro hasta el otro. 

1710. Hallar el volumen del cuerpo limitado por Jos cilindros 
24 z=a? e y 4 22=a?. 

1711. Hallar el volumen del sogmento del paraboloide elíptico 
+ < z interceptado por el plano z=a. 


1712. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el hiperbo- 


loide de una hoja A+ y los planos z=0 y z=4. 
1713. Hallar el volumen del elipsoide Hi . 
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S 10. Area de una superflele de revoluclon 


El área de una superficio engeadrada por la rotación, alrodedor del eje 
OX, del arco de una curva regular y =f (2), entro los puntos =a y z=b, 
se expresa por la fórmula 


b b 
S y 21 | y do=?x f y Vi+y2dx (1) 
a a 


(ds es la diferencial del arco de la curva). 

Cuando la ccuación de la curva se da de otra forma, el área de la 
superficio Sy se obtienc de la [órmula (1), efectuando los correspondientes 
cambios do variables. 


Y 
ds 


Fig. 54 Fig. 


Ejemplo 1. Fallar el área do la superficie engendrada al girar 
alrededor del ejo Ox, el lazo de la curva 


Iy2=x (3—2)2 (fig. 54). 
Solución. Para la parte suporior de la curva, cuando 0 <zx<3, 
tenemos: y=>3 (82) YVzx. Do aquí que la diferencial del arco ds= 
+1 
2Yz 


dx. Partieudo de la fórmula (1), el área de la superficie será 


3 
S=2n Ñ = (82) Ve Hdi 3%, 
a 2 Yz 


Ejemplo 2. Hallar el área de la superficie engendrada al girar un 
arco de la cicloide +=a(t2—sen 1), y=a(1—cos t), alredodor de su eje de 
simetría (fig. 55). 

Solución. La superficie que se busca está engendrada por la rota- 
ción del arco OA alrededor de la recta AB, cuya ecuación es z=xRXa. 
Tomando y como variable independiente y teniondo en cuenta que el eje de 
rolación AB está desplazado con respecto al ejo de coordenadas OY a una 
distancia ita, tendremos 


Za d 
s 
S =21 | e Tr 
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-) 


Pasando a la variable £, obtenemos: 
Tí 


dx y2 dy a? , 
S = 2 | (Tra — at + a son t) ES +(3) dt = 
A 
== 23 | (na —at +a sen t) 2a sen y ti= 
0 
e t t z 
11 a | (sen > £ sen y + Sen t sen 7) dt 
; t É É 4 e E 4 
= 2 —o — ——_— == pal es = A —— 2. 
trcas | 21 COS 7 +24 008 3 í sen 7 +3 Sen 7 la Sn (= 7) 


. 1714. En la fig. 36 se dan las dimensiones de un espejo para- 
bólico AOB. Hay que hallar la superficie de este espejo. 


y 


F ig. 56 


1715. Hallar el área de la superficie del «huso», que resulta 
al girar una semionda de la sinusoide y=senzx alrededor del 
eje OX. = 

1716. Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación 
de la parte de la tangentoide y=tgx, comprendida entre z=0 
y =+, alrededor dol eje OX, 


1717. Hallar el área de la superficie engendrada por la rota- 
ción, alrededor del eje OX, del arco de la curva y=e"* compren- 
dido entre x=0 y r=+o0o. 

1718. Hallar el área de la superficie (denominada catenoide), 


engendrada por la rotación de la catenaria y=ach= alrededor 
del eje: OX, entro los límites z==0 y r=a. 
121016 


178 Integral definida 


1719. Hallar el área de la superficie de revolución .de la 
agtroide 2/3 + y*/s =a*/s alrededor del eje OY. 
1720. Hallar el área de la superficie de revolución de la curva 


2=3y9*—< In y alrededor del ejc OX, comprendida entre y=1 
e 


y=C. 
1721*. Hallar el área de la superficie del toro engendrado por 

la rotación del círculo 2? + (y — b)? = a? alrededor del eje OX (b> a). 
1722. Hallar el área de la superficie engendrada al girar la 


elipse + -L=4 alrededor; 1) del eje OX; 2) del eje OY (a>b). 


1723. Hallar el área de la superficie engendrada al girar uno 
de los arcos de la ciclojde x= a (¿—sent) y=a(1l—cost) alrede- 
dor: a) del eje OX; b) del eje OY; c) de la tangente a la cicloide 
en sil punto superior. 

1724. Fallar el área de la superficie engendrada por la rota- 
ción, alrededor del eje OX, de la cardioide 


= a (2005 t —o0s 21), 
y =4 (2 sen t — sen 21). 


1725. Hallar el área de la superficie engendrada al girar la 
lomniscata r? =a*cos2q4 alrededor del eje polar. 

1726. Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación 
de la cardioide r=2a (1-++cos p) alrededor del eje polar. 


S 11. Momentos, Centros de gravedad. Teoremas de Guldin 


17, Momento estático. Se denomina momento estático do un punto 
material A, de masa m, situado a una distancia d del ejo £, con respecto 
a este mismo ejo l, a la magnilud 


M, =má. 


Recibe el nombre de momento estático de un sistema de rn puntos mate- 
riales, de masas r,, Mz, ..., My, situados on el mismo plano que el eje !, 
con respecto ai cual se toman, y Separados de él por las distancias 

1» da, +. dn, la suma 


27 
M¿= Y mida, (1) 


=1 


debiendo tomarse las distancias de los puntos que se encuentren a un lado 
del eje 1 con signo más (+). y Jos que estén al otro, con. signo menos (—). 
Do forma anúloga se determina el momento estático de un sistema de puntos 
con respecto a un plano. 

Si la masa ucupa continuamente toda una Jínca o una MBura del plano 
XOY, los momentos estáticos My y My respecto a los ejes de coordenadas 
OX y OY, en lugar de la suma (1), se expresan por las correspondientes 
ba, ir Cutndo se trata de figuras geométricas, la densidad se considera 
igual a Ja unidad. 


Momentos. Centros de gravedad. Teoremas de Guldin 170 


En particular: 14) para la curva z=zx(s); y=y(s), donde el parámetro s 
es la longitud del arco, tenemos: 


L L 
Mg | y (s) ds; Mp zx (s) de (2) 
0 
a V (d1)2+ (dy)? es la diferencial del arco); 


para una figura plana, limitada por la curva y=y (2), el eje OX 
y dos verticales =a«a e y=b, obtenemos: 


b b 
4 Y Y 
Mx=3 Y vlvldo; My=k 219) dz. 3) 
a A 


Ejemplo t. Hallar los momentos cstúticos, respecto a los ejes OX 
y OY, del triángulo limitado por las rectas: 


z y ee 0 . 
+ =1, 2=0, y=0 (fig. 57). 


Solución. En este caso, y==b) (1-2) . Aplicando la fórmula (3), 
obtenemos: 


a 
2 2 2 
Mi=> l (1-2) ina de 
0 


a 6 
y 
a 25 
zx a 
Mp? 2 (1-2) dr > 


2%. Momentos de inercia, Se denomina momento de inercia, respecto 


a un eje l, de un punto material de masa m, situado a una distancia d 
de dicho eje 1, al número f¡=maf, 


Fig. 57 


_ Se da el nombre de momento de inercia, respecto a un eje 1, de un 
sistema de n puntos matoriales, de masas m,, ma, ... my, a la suma 


n 
f.= > mat, 


i=4 


12> 
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dondo di, da, .... da, son las distancias desde los puntos al eje ¿. Cuando 
la raasa es continua, en lugar de la suma, obtendremos la integral corres- 
pondiente. 

Ejempio 2, Hallar el momento de inercia do un triángulo do base b 
y altura h, respecto a su propia base. 

Solución. Tomamos lá base del triángulo como eje OX y su altura 
como ejo OY (fig. 58), 

Dividimos el triángulo en fajas horizontales infinitamente delgadas, 
de espesor dy, que juegan el papel de masas elementales dr. Empleando la 
semojanza de triángulos, obtenemos: 


h —y 


dm b n 


dy 


“« 


dx=y2 my (h— y) dy. 


De donde 
b , 4 
AA Tih= A A 
Py pa y y) dy AS 
0 


3", Centro de gravedad. Las coordenadas del centro de gravedad 
de una figura plana (ya sea arco o superficie) de masa M, se calculan por las 
fórmulas 


SO. 
M , y = M y 


lloude Mx y My son los momentos estáticos de las masas. Cuando se trata 
de figuras geométricas, la masa M es numéricamente igual al correspondiente 
arco o al ároa. a 

Para las coordenadas dol centro de gravedad (x,:y) de un arco de curva 
plana y=f(2) (a<z<b), que une los puntos A(a; f(a)) y B(b; f(b)), 
tenemos 


B b B b A 
[uds [a VIP dz ¡vas [y VIP das 
o ro f=t=2 


b b . 
[ VIE dz | Vi dz 


Las coordenadas del centro de an cas la. y del trapecio mixtiliíneo 


azrs<tb, 0<y <j (2), so pueden calcular por las fórmulas 
b 


b 
Ñ xy dz > | yz dz 


a 
íT= 


e PSA 
D 
donde S= l y dz es el área de la figura. 
Fórmulas análogas se emplean para hallar las coordenadas de] centro de 
gravedad de los cuerpos sólidos. 
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Ejemplo 3. Hallar el centro de gravedad del arco de la somicircun- 
ferencia 1?+ y2=a1 (y > 0) (fig. 59). 
Solución. Tenemos 


ya= Vai—=a28, d pa 


á Ya 
y 
RN a dz 
de =VIF (YN d= E | 
VIFWP 0 
De donde 
n a 
1» az 
My= | xds= | --0, 
A | » Y a z2 
e O = 
a a 
4] fa dz 
My= dy = labm q? A 
z y d E V V at y2 
ñ d 
a dz 
M= l == => na 


Por consiguiente, 


4%. Teoremas de Guldin. 


Teorema 41% El área de la superficie engendrada por la rotación del 
arco de una curva plana alrededor de un eje, situado en el mismo plano 


Fig. 39 


que la curva, pero que no se corta con ella, cs igual al producto de la 
longitud de dícho arco por la longitud de la circunferencia quo describe el 
centro de gravedad del mismo. 


Teorema 2”. El volumen del cuerpo engendrado por la rotación do 
una figura plana alrededor de un eje, Situado en el mismo plane que la 
figura, pero quo no se corta con olla, es igual al producto del área de dicha 
figura por la longitud de la circunforencia que describe el centro de grave- 
dad de la misma. 
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1727. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes de coor- 
denadas, del segmento de la línea recta 


z y 
UL a ) 
comprendido entro dichos ejos de coordenadas. : 
1728. Hallar los momentos estáticos del rectángulo de lados 
a y b, respecto a estos mismos lados. 
1729. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 
y OY, y las coordenadas del centro de gravedad del triángulo 
limitado por las rectas: z+y=a, z=0 e y=0. 
1730. Hallar los momentos estáticos, respecto a los ejes OX 
y OY, y las coordenadas del centro de gravedad del arco de la 
astroide 
a*/s +yes = q, 


siluado en el primer cuadr ante. 
1731, Hallar el momen to estático de la circunferencia 
r= 2a seno, 


respecto al eje polar. 
1732. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco 
de la catenaria 


z 
=ach — 
a 


comprendido entre =-—a y z=4. 

1733. Hallar el centro de gravedad del arco de circunferencia, 
de radio a, que subtiende el ángulo 2a. 

1734. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer 
arco de la cicloide 

x=a(t—sent); y=a(í —cos2). 
1735. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
3 2 

figura limitada por la elipse SF +F=1 y por los ejes de coor- 
denadas OX y OY (2>0, y >0) (0<t<2x1). 


1736. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por las curvas 


y=x3% y=Vz. 


1737. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por el primer arco de la cicloide 


x=a(t—sent), y=a(í-—cos!) 
y por el eje OX,. 
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1738**, Hallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a, 
con el centro en el origen de coordenadas, situado sobre el pla- 
no XOY. 

1739**, Hallar el centro de gravedad de un cono circular recto, 
homogéneo, si el radio de la base es r y la altura es h. 

1740**, Hallar el centro de gravedad del hemisfcerio de una 
bola homogénea de radio «a, con el centro en el origen de coorde- 
nadas, situado sobre el plano XOY, 

1741. Hallar el momento de inercia de una circunferencia de 
radio a, respecto a su propio diámetro. 

1742. Flallar el momento de inercia de un rectángulo de lados 
a y b, respecto a estos lados. 

1743. Hallar el momento de inercia do un segmento parabólico 
recto, respecto a su eje de simetría, si la base es 2b y la altura es f/. 

1744. Hallar el momento de inercia de la superficie de la 


A z2 2 E E 
elipse =+p=1, respecto a sus ejes principales. 


1745**, Hallar el momento polar de inercia de un anillo circu- 
lar de radios Pt, y R2 (£t,< Rio), es decir, el momento de inercia 
respecto al eje que pasa por el centro del anillo y es perpendicu- 
lar al plano del mismo. 

1746**, Hallar el momento de inercia de un cono circular recto, 
homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es /? y la 
altura es ¿f. 

1747**. Hallar el momento de inercia de una bola homogónea 
de radio a y masa M, respecto a su diámetro. 

1748. Hallar el área y el volumen de un toro engendrado por 
la revolución de un círculo de radio «a, alrededor de un eje situado 
en el mismo plano que el círculo y que se encuentra a una distan- 
cia b (b> a) del centro de éste. 

1749. a) Doterminar la posición del centro de gravedad del 
arco de la astroide x%s+yY3=a*/s, situado en el primer cuadrante. 

bh) Hallar el centro de gravedad de la figura limitada por las 
curvas y? =2px y 2?2= 2py. 

1750**. a) Hallar el centro de gravedad del semicírculo, apli- 
cando el teorema de Guldin. 

b) Demostrar, aplicando el teorema de Guldin, que el centro 
de gravedad de un triángulo dista de su base a un tercio de la 
altura. 


S 12, Aplicación de las Integrales definidas 
a la resolución de problemas de física 
1%. Trayectoria recorrida por un punto. Si un punto se 


mueve sobre una curva y el valor absoluto de su velocidad v==f(() es una 
función conocida del tiempo t, el espacio recorrido por dicho punto en un 
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intervalo de tiempo [£,, to] será igual a 


Ejemplo 1. La velocidad de un punto es igual a 
v=0,1t3% m/seg. 


Hallar el ospacio s, recorrido por el punto, durante un intervalo de tiempo 

T=10 seg, transcurrido dosde el comienzo de su movimiento. ¿A qué scrá 

igual la volocidad media dol movimiento durante este intervalo? 
Solución. Tenemos 


10 
4 110 
q p 0,168 dr=0414 2 | *=250 
¿ 3 10 


Un = $ = 25 m/seg. 


2. Trabajo de una fuerza. Si una fuerza variablo X mm f (2) 
actúa on da dirección del ejo OX, el trabajo de esta fuerza en el segmonto 
[T,, 72] Será igual a 

. 3 
A= Y f (2) dz. 
=1 


Ejemplo 2. Si para estirar un muclle 4 cm se necesita una fuerza 
de 1 kgí ¿qué trabajo habrá que emplear para estirarlo 6 cm? 

Solución. Por la ley de Hooke, la fucrza X kgf que estira en z,, 
el muollo es igual a X=kzx, dondo k es un coeficiente de proporcionalidad. 

Suponiendo quo z=0,01 m y Xwumw1 kpf, tendremos quo k==100 y, por 
consiguiente, X =100 z, 

De aquí, que el trabajo que se busca es: 


0,06 
ÁA= ' 1007 dx = 501? 
0 


0,06 
=0,18 kgf m. 
0 


3”. Energía cinética. Se da el nombre de energía cinética do un 
punto material, de masa m y velocidad v, a la siguiente expresión: 


my? 
0 . 


dé 


k= 


La energía cinética de un sistema de r» puntos materiales, de musas 
My, Mg, »... My, cuyas velocidades respectivas sean v;, Va, -.., Pa, es igual a 
a 
mo? 

K=> >. (1) 


dani 
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Para calcular la energía cinética de un cuerpo, hay que dividirlo con- 
venientomente en partos elementalos (que juegan el papel de puntos mate- 
riales) y, después, Sumando la energía cinética de estas partes, y pasando 
a límites, en lugar de la suma (1) se obtendrá la correspondiente integral. 


F ig. 60 Fig. 61 


Ejemplo 3. lMHailar la energía cinótica de un cilindro circular homo- 
góneo (macizo), de densidad Ó, cuyo radio de la baso es R y la altura A, 
que gira con una velocidad angular w alrededor de su ejo. 

Solución. Como masa elemental dm se toma la masa de un cilindro 
hueco. de altura +, radio interior r y espesor de la pared d» (fig. 60). Tenemos: 


dm= 2nr-hó dr. 


Como la velocidad lineal de la masa din es igual a v=r0w, la energía 
cinética elemental es 


2 
dK== sa = uri? dr. 
De donde 
a 4 
K = nw02h0 f r3 dr — AA ; 
0 


4%, Presión de los líquidos. Para calcular la fuerza con que 
presionan los liquidos se emplea la ley de Pascal, según la cual, la presión 
que id los líquidos sobre un área S sumergida a una profundidad A, 
es igual a 


P=yhS, 


donde y es el peso especifico del líquido. 

Ejemplo 4. Hallar la presión que soporta un semicírculo de radio r, 
sumergido verticalmente en agua, de tal forma, que su diámetro coincide 
con la superficie libre de aquélla (fig. 61). 

Solución. Dividimos la suporficio del semicírculo en elementos, fajas 
paralelas a la superficie del agua. El área de uno de estos elementos (omíi- 
tiendo los infinitésimos de orden supcrior), Situado a la distancia h de la 
superficie del agua, es igual a 


dS =2x dh=2 Y r2—h3 dh. 
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La prosión que soporta este elemento es igual a 
dP =wh ds =2yh Y 12—hi dh, 


donde y es el poso específico del ugua, igual a da unidad. 
De aquí que, la presión total os 


r y 
n a e 5 
=2 | VA di E (18)? gr, 


1751. La velocidad de un cuerpo, lanzado hacia arriba verti- 
calmente con una velocidad inicial vo, despreciando la resistencia 
del aire, se expresa por la fórmula 


y == Vo— gl, 


dondo £ es el tiempo transcurrido y g la accleración de la grave- 
dad. ¿A qué distancia de la posición inicial se encontrará este 
cuerpo a los ¿ seg de haberlo lanzado? 

1732. La volocidad de un cuerpo, lanzado verticalmente hacia 
arriba con una velocidad inicial v,, contando la resistencia del 
ajre, se expresa por la fórmula 


v=c-tg( —£i+4aret Y) l 


donde £ es el tiempo transcurrido, g es la aceleración de la gra- 
vedad y c es una constante. Hallar la altura a que se eleva el 
Cuerpo. 

1753. Un punto del eje OX vibra armónicamente alrededor del 


origen de coordenadas con una velocidad que viene dada por la 
fórmula 


¿= Uy COS Mé, 


donde t es el tiempo y vo y 0 son unas constantes. 

Hallar la ley de la vibración del punto, si para ¿=0 tenía 
una abscisa x=0UÚ. ¿A qué será igual el valor medio de la mag- 
nitud absoluta de la velocidad del punto duranle el periodo de la 
vibración? 

1754. La velocidad del movimiento de un punto os 


v=:te=00% m/seg. 


Hallar el camino recorrido por dicho punto desde que comenzó 
a moverse hasta que se pare por completo. 

1755. Un proyectil cohete se levanta verticalmente. Suponiendo 
que, siendo constante la fuerza de arrastre, la aceleración del 
cohete aumenta a causa de la disminución de su poso según la ley 


¡= E (a— bt > 0), 
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hallar la velocidad del cohete en cualquier instante £, si su velo- 
<idad inicial es igual a cero. Hallar también la altura que alcanza 
el cohete en el instante 1 =1f;. 

1756*. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que 
hay en una cuba cilindrica vertical, que tiene un radio de base R 
y una altura ¿f. 

1757. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua que hay 
en un recipiente cónico, con el vértice hacia abajo, cuyo radio 
de la base es R y la altura HH. 

1758. Calcular el trabajo necesario para sacar el agua de una 
caldera semiesférica, que tiene un radio R=10 m. 

1759. Calcular el trabajo necesario para sacar, por el orificio 
superior, el acoito contenido en una cisterna de forma cilíndrica 
con el eje horizontal, si el peso específico del aceite es y, la lon- 
situd de la cisterna ff y el radio de la base ft, 

1760**, ¿Qué trabajo hay que realizar para levantar un cuerpo 
de masa m de la superficie de la Tierra, cuyo radio es R, a una 
altura A? ¿A qué será igual este trabajo si hay que expulsar 
el cuerpo al infinito? 

1761**, Dos cargas eléctricas ey =100 CGSE y e, =200 CGSE 
se encuentran en el eje OX en los puntos z¿=0 y x,=1 cm, 
respectivamente. ¿Qué trabajo se realizará si la segunda carga 
se traslada al punto z.=106 cm? 

1762**. Un cilindro con un émbolo móvil, de diámetro D =20 cm 
y de longitud ¿==80 cm, está Jleno de vapor a presión de p= 
=140 kgf/cm?. ¿Qué trabajo hace falta realizar para disminuir 
el volumen del vapor en dos veces si la temperatura es constante 
(proceso isotérmico)? 

1763**, Determinar el trabajo realizado en la expansión adia- 
bática del aire, hasta ocupar un volumen V,=10 uY, si el volu- 
men inicial es V¿==1 m* y la presión pp=1 kgf/cin?. 

1764**, Un árbol vertical, de peso P y radio a, se apoya en 
una rangua AB (fig. 62). La fricción entre una parte pequeña a 
de la base del árbol y la supeorficio del apoyo que está en con- 
tacto con ella es igual a F=pup06, dondo p=const. es la presión 
dol árbol sobre la superficie del apoyo, referida a la unidad de 
superficie del mismo, y p es el coeficiente de fricción. Hallar 
el trabajo de la fuerza de fricción en una revolución del árbol. 

1765**, Calcular la enorgía cinética de un disco, de masa M 
y radio Rf, que gira alrededor de un eje que pasa por su centro 
y es perpendicular al plano del disco con una velocidad angu- 
lar 0. 

1766. Calcular la energía cinética de un cono circular recto, 
de masa M, que gira alrededor de su eje con una velocidad angu- 
lar 0, El radio de la base del cono es A, la altura £f. 


188 Integral definida 


1767*. ¿Qué trabajo es necesario realizar Ípara detener una 
bola de hierro de radio R=2 m, que gira alrededor de su diá- 
metro con una velocidad angular w =1000 vueltas/minuto? (El peso- 
específico del hierro y =7,8 gf/cxm?). 

1768. Un triángulo de base b y altura Á está sumergido verti- 
calmente en agua, con el vértice hacia abajo, de forma, que su 


y? 


7 


Fig. 62 


hase coincide con la superficie del agua. Hallar la presión que 
cl agua ejerce sobre él. 

1769. Una presa vertical tiene forma de trapecio. Calcular 
la presión total del agua Sobre dicha presa, sabiendo que la base 
superior tiene a=*70 m, da base inferior b=30 m y su altura 
k==20 m. 

1770. Hallar la presión que ejerce un líquido, cuyo peso espe- 
cífico es y, sobre una elipse vertical, de ejes 2a y 2b, el centro 
de la cual está sumergido hasta una profundidad %. El eje mayor 
2a de la elipse es paralelo a la superficie del líquido (%-> Db). 

1771. Hallar la presión que ejerce el agua sobre un cono cilín- 
drico vertical, con radio de la base R y altura HE, sumergido 
en ella con el vértice hacia abajo, de forma «ue la base se encuen- 
tra al nivel del agua. 


Problemas diversos 
LU] 


1772. Hallar la masa de una barra de longitud ¿=100 cm, 
si la densidad lineal de la misma a la distancia z cm, respecto 
a uno de los extremos, es igual a 


3 piba 
0 =2 + 0,0012? o 


1773. Según datos empíricos, la capacidad calorífica específica 
del agua, a la temperatura ¿*C (0<2<1005, es igual a 


c= 0,9983 — 5,184 -105 + 6,912.107723. 
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¿Qué cantidad de calor se necesita para calentar 1 g de agua 
«desde 0% hasta 100% C? 

1774. El viento ejerce una presión uniforme p gf/cro? sobre 
una puerta, cuya anchura es b cra y la altura 4 cm. Hallar 
el momento de la fuerza con que presiona el viento, que tiende 
a hacer girar la puerta sobre sus goznes. 

1775. ¿Qué fuerza de atracción ejerce una barra material, 
de longitud l y masa M, sobre un punto material de masa m, 
situado en la misma recta de la barra a una distancia a de uno 
de sus extremos? 

1776**, Cuando la corriente de líquido que pasa por un tubo 
de sección circular, de radio a, es laminar estable, la velocidad 
v en un punto que se encuentra a la distancia r del eje del tubo, 
se expresa por la fórmula 


e PO (932 
an (at—r), 


donde p es la diferencia de presión dol liquido en los extrerios 
del tubo, p es el coeficiente de viscosidad y ¿ la longitud del 
tubo. Determinar el gasto de líquido Q, es decir, la cantidad del 
mismo que pasa por la sección transversal del tubo en la unidad 
de tiempo. 

1777*. Las mismas condiciones del problema anterior (1776), 
pero con un tubo de sección rectangular, en que la base a es 
grande con relación a la altura 2b. En esto caso, la velocidad 
de la corriente v en el punto Mí(z, y) se determina por la fór- 
mula 

y ==> 10? —(0— y). 
Determinar el gasto Q de líquido. 

1778**. Al estudiar las cualidades dinámicas de los automóvi- 
Jes se recurre frecuentemente a la construcción de diagramas espe- 
ciales: sobre el eje de abscisas se toman las velocidades p y sobre 
el de ordenadas, las magnitudes inversas a las correspondientes 
aceleraciones a. Demostrar, que el área S, limitada por la curva 
de esta gráfica, por las dos ordenadas v=56, y U=U% y el eje 
de abscisas, es numéricamente igual al tiempo que se necesita para 
aumentar la velocidad del automóvil desde v, a va (tiempo 
de «embalado». 

1779. Una viga horizontal, de longitud /, está en equilibrio 
bajo la acción de una carga, uniformemente repartida a lo Jargo 
de ella y dirigida verticalmente hacia abajo, y de las reacciones 


de sus apoyos Á y B (4=B=3) , dirigidas verticalmente hacia 


190 Integral definida 


arriba. Flallar el momento de flexión M, en la sección transver- 
sal x, es decir, el momento respecto al punto P, de abscisa z, 
de todas las fuerzas que actúan on la parte AP de la viga. 

1780. Una viga horizontal, de longitud l, está en cquilibrio 
bajo la acción de las reacciones de sus apoyos Á y B y de una 
carga repartida a lo largo de la misma, con una intensidad 
de q =kx, donde x es la distancia al apoyo izquierdo y k un coefi- 
ciente constante. Hallar cl momento de flexión M,. en la sección Z. 


Observación. Se da el nombre do intensidad de distrilución de la 
carga, a Ja carga (fuerza) rofcrida a la unidad de longitud. 


1781*. Hallar la cantidad de calor que desprende una corriente 
alterna sinusoidal 


I = J, sen (F:-9) 


durante el periodo 7 en un conductor de resistencia R. 


Capitulo Vi 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


$ 1. Conceptos fundamentales 


1% Concepto do función de varias variables. Desig- 
naciones de las funciones. Una magnitud variable z se donomina 
función uniforme de dos variables xr e y, si a cada conjunto de valores de 
éstas (z, y) del campo dado, corresponde un valor único y determinado de z. 
Las variables z e y se llaman argumentos o variables independientes. La depen- 
dencia funcional se representa así: 


¿=f(x, y) 2:=PF(2, y), etc. 


Las funciones de tres o más argumentos se dofincn de manera análoga. 
Ejemplo 1. Expresar el volumen Y del cono en función de su gone- 
ratriz z y del radio de la base y 
, A Sion Sabemos por la geometría, que el volumen del cono es 
igual a 


AS 


donde k es la altura del cono. Pero Á="Y/12—y?2, Por consiguiente, 


1 o 
V= S ny? Y 72— y2, 


Esta es, precisamente, Ja dependencia funcional que se buscaba. 

El valor de la función z=f(x, y) en el punto 2 (a, b), es decir, cuando 
2=04 e r=b, se designa por f(a, b) o f(P). La representación geométrica 
de la función z=f(z, y) on un sistema de coordenadas cartesianas X, Y, Z 
es, en términos generales, una superficie (fig. 63). 


Ejemplo 2. Hallar f(2, —3) y 4 (1 Z), si 


ral y? 
f(z, n= - 


Solución. Poniendo z=2 e y= —3, hallamos: 


22 (—3)2 13 
MA 
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y 


Poniendo z=1 y sustituyondo y por —— fenomos: : 


E E ; 
0 E 
PS 
es decir, (1 4) =1 (2, y). 


2. Campo de existencia de la función. Por campo de exis- 
tencia (de definición) de la función :=f(x, y), se entiende el conjunto de 
puntos (x, y) del plano XOY que doterrainan la función dada (es decir, 


Z Z=fízx;y) 


Plz;y) 


Fig. 63 


para los que ja función toma valores reales delurminados). En los casos 
más clomentales, el campo de existencia de la función representa una parte 
finita, o infinita, del plano coordenado XOY, limitada por una o varias 
curvas (frontera del campo). 

forma análoga, para las funciones de tros variables u=f (zx, y, 2), 
el campo de existencia de la función es un cuerpo determinado del ospa- 
cio OXYZ. 

Ejemplo 3. Hallar el campo de existoncia de la función 


1 
a.  __ _— 
V4—x*— y? 
Solución. Esta función ticne valores reales cuando 
¿—ali—y20>0 6 bion 22 4+y?< 5. 


A esta última desigualdad satisfacen las coordenadas de los puntos sibua- 
dos dentro de un circulo de radio 2 con el centro en el origen de coorde- 
nadas. El campo de existoncia de esta función es pues el interioe do este 
círculo (fig. 64). 


Ejemplo 4. Hallar el campo de existencia de la función. : 


Pra e 
z =arc sen + Y zy. 
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Solución. El primer sumando de la función queda doterminado 


para —1 SF <1! ó bien —2<zx<2. El segundo sumando tiene valores 
reales cuando zy/>-0, es decir, en dos casos: 
¡ z 0, os $*<0 
y 0, [ y <o0. 
El campo do existencia de toda la función se representa en la fig. 65 y com- 
prende la frontera del campo. 
3. Líneas y superficies de nivel de las funciones. 
Se da el nombre de línea de nivel de una función 2=f(<, y), a la línea 


Fig. 64 Fig. 65 


f(z, y)=C del plano xoY' para cuyos puntos la función toma un mismo 
valor z=C (que generalmento se señala como anotación en el dibujo). 


> 


Fig. 66 


Se llama superficie de nivel de una función de tros argumentos u= 
f(x, y, z) aquella superficio f(x, y, 2) =C en cuyos puntos la función 
toma un valor constante u=C. 

Ejomplo 5. Constrair la línea de nivel de la función z=x*y. 

Solución. La ecuación de la línea de nivel tiene la forma xy =€ 
o bien y=2. Haciendo €=0, +1, -+2..., obtonecmos la familia de 
lineas de nivel (fig. 66). 


131016 
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1782. Expresar el volumen V de una pirámide cuadrangular 
regular en función de su altura x y de su arista lateral y. 

1783. Expresar el área S de la superficie lateral de un tronco 
de pirámide cxagonal regular, en función de los lados zx e y de 
las bases y de la altura z. 


1784. Hallar + 3)y 14 —0, si 
fx, y) ==y+ =p > 
1785, Hallar f(2, Y) Ha Ds > uy 


l_— 2 
f(x, y) = == > 


1786. Hallar los valores que toma la función 
(x=, y) =1 4 12—y 
en los puntos de la parábola y=x*, y construir la gráfica de le 
función 
F (2)= f(x, z2). 
1787. Hallar el valor de la función 
_ 2A4 22234 y 
AA ya 
en los puntos de Ja circunferencia 1? + y? = RR? 
1788*, Determinar f(x), si 


p(L) - AE (ay >0). 


z 
1789". Hallar f(z, y), si 
[(t+y, z—y)= ty +y. 

1790*. Sea 2=VWy +f(Y zx —1). Determinar las funciones f 
y z, si z=rv para y=1. 

1791**. Sea 2=xf (4). Determinar las funciones f y 2, si 
2=V 1 + y? para =1. 

1792. Hallar y representar los campos de existencia de las 
siguientes funciones: 


a) 2=V1-2—y?; 
b) 2=1+ V —(2—y)*: 
c) 2=1n (14 y); 
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d) z=x+arccos y; 


e) 2=Vi=24+V1=p; 


Í) z=arcsen——; 
XL 


g) 2=Y 1? -44+ Y 4— 2: 
h) 2= Y (2?+ y? — a?) (2a?— q? — y?) (a > 0); 
ij) z=Y ysenz; m) ¿== ; 


Vi—yz 
J) 2=10 (24 y) 2) => 
k) 2=arctg > 0) =V sen (a+ y5. 
D =p: 


1793. Hallar los campos de existencia de las siguientes funcio- 
nes de res argumentos: 


a) u=Vzx +Vy + Vz; 0) y=aresenz-J-arcsen y + are sen z; 
b) u=1n (xyz); d) y=V1-—x2—y4—22 


1794. Construir las líneas de nivel de las funciones que se dan 
a continuación y averiguar el carácter de las superficies represen- 
tadas por dichas funciones: 


a) ¿=x4 y; d) z= Y xy; g) 2=-3; 
hb) z=x34y% e) 2=(14+24y); 


: 2x 
c) 2=1y4 —fi=1—lri—|yl; 1) == po" 
1795. Hallar las líneas de nivel de las siguientes funciones: 
a) z=1n (1? 4 y); d) z=f(y—az), 
b) z¿= arcsen xy; e) ¿=f(4) ¿ 


c) 2=f (V 22 +y?); 
1796. Hallar las superficies de nivel de las siguientes funcio- 
nes de tres variables: 


a) u=t+y-+2, 
b) u=x44 y 42, 
c) u=x23*4 y4—2* 
13* 
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$ 2, Continuldad 


1. Límite de una función. El número A rocibe el nombre do 
limite de la función z=f (+, y) cuando el punto P” (z, y) tiende al punto Ela, b), 
si para cualquier e>0 existe un 9 >0 tal, que cuando 0< p< 8, (donde 


PE es la distancia entro. los puntos P y P”), se verifica 
a desigualdad 

lf(z, Yy)—4Aj< e. 
En esto caso se escribe: 

lim f (zx, y)=A4. 

Xx-> 

yb 


2. Continuidad y puntos do discontinuidad. La fun- 
ción 2=f (x, y) recibo el nombre de continua en el punto P (a, b), si 


lo] (2, y) =Í (2, b). 
0 


La función que es continua en todos los puntos de un campo determi- 
nado, se llama continua en este campo. 

Las condiciones de continuidad de una función f(x, y) pueden no cum- 
lirse en puntos aislados (puntos aislados de discontinuidad), o en puntos que 
ormen una o varias líneas (lineas de discontinuidad) y, a veces, figuras 


geométricas más Ma a 
Ejemplo 1. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 


ry +1 
y * 
Solución. La función pierde su sentido, si el denominador se anula. 


Poro, 22=y=0 o sea, y =x2 cs la ecuación de una po Por consiguien»- 
te, la función dada tiene una línoa de discontinuidad: la parábola y=x*?, 


PA 


1797*. Hallar los siguientes límites de las funciones: 


1 SON TY ' E 

> 2 ) e A AS A 
i sen — c) lim e) lim 

a) lim (2 + y?) sen q 5 ) lia ) lim > 
y>0 y>2 y>U 

E dm (142)% + lim EL 

¿b) aa a pp Tr) ) xp 1 y 
y 00 y>h y=»l 


1798. Averiguar si es continua la función 
Vi2=p, si d+ ys 1, 
(e, =| 0 sia yi>!. 


. 1799. Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes 
funciones: ; | 


a) 2=In/24yh 0 1i=337 


b) 2=7 


4 1 
A ZO . tra COS a ] 
r—y)! , d) si zyY 
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1800*. Demostrar, que la función 
a > si 1224 y?*:40, 
O ,siz=y=0. 


es continua con relación a cada una de las variables x e y por 
separado, pero mo es continua en el punto (0, O) respecto al con- 
junto de estas variables. 


S 3. Derlvadas parclales 


1. Definición de las derivadas parciatos. Si z2=f(z, y), 
si hacemos, por ej., que y sea constante, obtenemos la derivada 
dz, J(I4+Az, y)—f (2, y) _. 
a A 
que recibe el nombre de derivada parcial de la función z con respecto a la 
variable z, De modo análogo se define y se dosigma la derivada parcial do 
la función z con respecto a da variable y. Es evidente, que para hallar las 
derivadas parciales pueden utilizarso las fórmulas ordinarias de derivación. 


Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales de la función 


z= 1n tg y : 
Solución. Considerando y como magnitud constante, tenemos: 
A A 
ds tg Z cosiZl Y y sen == 


— AAA A al == rs 
p—— . Pa q — o) e 


Ejemplo 2. Hallar las derivadas parciales de la función de tres 
argumentos 


u=x8y?+2:=3y4z2+8. . 
Solución. 
du 2,9 
+7 9 y 27+- 2, 


BL 22342 -—3, 
y 


e 32 
rd +1. 
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2. Teorema de Euler. La función f(x, y) se llama función homo- 
génea de grado n, si para cualquier factor real /h se verifica la igualdad 
f(kx, ky) = Enf (x, y). 


Una función racional entera será homogénea, si todos los términos de la 
misma son del mismo grado. 

Para toda función homogénea diferenciable de grado n, se verifica 
siompre la igualdad (teorema de Euler): 


rf la, y + yt (z, y) =n] (2, y). 


Hallar las derivadas parciales de las funciones: 


1801. z=x*+y*— 3azxy. 1808. z=x?, 

y 
1802. =*2 , 1809. z=e 2, 

t+yY 
1803, ¿=2. 1810. ¿=arosen / HL. 
1804. z=VY 1?— y?. 1811. ¿=1nsenit2. 
Vy 

1805. := 727 1812. u = (2y*). 


1806. =1n(1+ Y 2374 y?). 1813. u=2*”. 
1807. z =arctg - , 


1814. Hallar f.(2; 1) y fi (2; 1), si f(z, y)= V yes. 


1815. Hallar —f.(1; 2; 0), f(15 2 0) y f¿(t; 2; 0), si 
f(x, y, 2) =1n (2y +2). 

Comprobar el teorema de Euler sobre las funciones homogé- 
neas (N%, No 1816 — 1819): 


1816. (2, 1) =40942Bry4 Cp. 1818, (2, y= 2 


Vafy 
1817. => 1819. f(x, y)=InH . 


1820. Hallar (+). donde r=V FF yYPz, 
Xx r 

óz dr 

ar 5 

dy 0y 

dr 39 


1821. Calcular , SÍ Z=FC0SQ C Yy="rsen q. 
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1822, Demostrar, que a ty =% si 


z=1ln (12 + xy + y?). 


0z Oz : 
1823. Demostrar, que z>3>=-+- Y ay = "Y +2, 8i 
y 
Z2= Y + ze”. 
du du du , 
1824. Demostrar, que 07 + E += 0, si 


=(1— y) (y —2) (2—2). 

du du Ou 

1825. Demostrar, que a a 
asa ES: 
u=x-+ 7” 


1826. Hallar 2=2(x, y), si 


=1, si 


dz _ x 
dy 14 pa” 
1827. Hallar z=z(x, y), sabiendo, que 
2 y z(x, y) =sen y cuando r=1. 


1828. Por el punto M(1; 2; 6) de la superficie 2 =2x3+ y? 
se han hecho pasar planos paralelos a los coordenados XOZ 
e YOZ. Determinar, qué ángulos forman con los ejes de coorde- 
nadas las tangentes a las secciones asi obtenidas, en su punto 
común M-. 

1829. El área de un trapecio de bases a, b y de altura Rh es 


igual a (add) h. Hallar A de, - y, mediante su dibujo, 


esclarecer su sentido geométrico. 
1830*. Demostrar, que la función 


¿1y 3 3 
A Y 0 
l O, si r=y=0, 
tienc derivadas parciales f(x, y) y f,(z, y) en el punto (0, 0), 
a pesar de ser discontinua en este punto. Representar geométri- 
camente esta función en las proximidades del punto (0; 0). 


$ 4, Diferencial total de una función 


1. Incremento total de una función. Se llama incremento 
total de una función 2=f(z, y) a la diferencia 


Az=A] (2, y) =f (24-42, y+Ay—f (2, y). 
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2. Diforoncial total de una función. Recibe el nombre 
de diferencial total de una función z=f(z, y) la parte principal del incre- 
mento total Az, lineal respecto a los incrementos de los argumentos Ax y Ay. 

La diferoncia ontro el incremento total y la diferencial total de la 
función es un infinitésimo de orden superior a p= Y/Az2+-Ay2, 

La función tiene, indubitablemonte, diferencial total, cuando sus dife- 
renciales parciales son continuas. Si la función tiene diforencial total, se 
llama diferenciable. Las diferenciales de las variables independientes, por 
dofinición, coinciden con sus incrementos, es decir, dz=Azx y dy=Ay. 
La diferencial total de la función z=f(z, y) so calcula por la fórmula 


Óz 
Análogamento, la diforencial total de una función de tres argumentos 
u=j (zx, y, z) se calcula por la fórmula 
du du du 
du == Ri dy += dz, 
Ejemplo 41. Para la función 
f(x, y) =x2%4 xy —y? 
hallar el incromento total y la diferoncial total. 
Solución. 


f(24Az, y 4-Ay) =(24A2)34 (14-Ax) (y + Ay) — (y + Ay); 
Af (2, y) =[(24-43)24 (24 Az) (y + Ay) —(y + Ay)?] — (224 xy — y?) = 
=21-Ar+ 42124 2:Ay+y:Ar4+-Az:Ay —2y:Ay—Ay?= 
= [(272+ y) Az + (2 —2y) Ay] + (A1%4 Az-Ay —Ay?). 
Aquí, la expresión df =(2x%4-y) Ax +(z—2y) Ay es la diforeoncial total 
de la función, mientras que (Ar3.Az.Ay—Ay2) es un ¡iofinitésimo de 
orden suporior al del infinitésimo p= Y Az234 Aya. 


Ejemplo 2. Hallar la diferencial total de la función 


Oz 0z 
da=— a dy. 


2= Y/ 237 y?. 
Solución. 
Oz Y , 02 y 


ve Y 13 y2” Y VWF 
¿q Y dx +y dy 
———= 1 + Y = ===> 
Y 22h y? + Vz2+ y? Y 12+y? 
3. Aplicación de la diferencial do la función a los 


cálculos aproximados. Cuando |Azr| y |Ay| son  suficientomente 
pequeños, y por consiguiente, 0s suficientemente pequeño también p= 


= Ar? PAy?, para la función diferenciablo z=f(x, y) se verifica la 
igualdad aproximada Az dz, 0 Sea, 


di= 


Óz 0z 
Áz oz SS Ay. 


Ejemplo 3. La altura de un cono es H=30 cm, el radio de su base 
R=10 cm. ¿Cómo variará el volumen de dicho cono sí H se aumenta 3 mm 
y R so disminuyo 4 mm? 
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Solución. El volumen del cono es V=> nR?H. La variación del 
volumen la sustituimos apro adamónte por la diferencial AV =dV= 
=> n (¿RH dR-+R dH)=-5 1(—2-40-30:0,1+100-0,3)=—101:—31,4 om? 

Ejemplo 4. Calcular aproximadamente 1,023-01. 

Solución. Examinemos la función z=aY. El número que se busca 


puede considerarse como el valor incromentado do esta función cuando =1, 
y=3, Az=0,02 y Ay—0,01. El valor inicial de dla función es z=13=1, 


Az == dz=yzxY"1 Ax xY ln z Ay =3-1-0,02+1-!n 1-0,01 = 0,06. 
Por consiguiente, 1,022-% y 1+0,06= 1.06. 


1831. Para la función f(x, y) =27?*y, hallar el incremento total 
y la diferencial total en el punto (1; 2); compararlos entre sí, Si: 


a) Ar=1, Ay=2; b) Ar=0,1, Ay =0,2. 


1832. Demostrar, que para las funciones u y v de varias 
(por ej., de dos) variables se verifican las reglas ordinarias de 
derivación: 


a) d(u+v)=du+ db; b) d (uv) =v du + u du; 


ga (e E. 


Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones; 


1833. z=x*+y?—3xy. 1838. =1n (24 y). 

1834. 2=ay”. 1839. (2, y)=In(1+2). 

1835. 1= 72. A f 
ay 1840. z=arctg E +arctg - 


1836. z =sen? x + cos? y. 
1837. z=yx?. 


1842. Hallar df (1; 1), si f(z, y)= 


1841. z=1n tg Z. 
m3 

1843. u =xyzZ. 

1844. u=V EY ZA. 

1845. u=(2y +3) 

1846. u= arctg ; 


1847. Hallar df (3; 4; 5), si f(x, y, )= a+": 
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1848. Uno de los lados de un rectángulo es a=10 cm, cel otro, 
b=24 cm. ¿Cómo variará la diagonal 1 de este rectángulo si el 
lado a se alarga 4 mm y el lado b se acorta 4 mm? Hallar la 
magnitud aproximada do la variación y compararla con la exacta. 

1849. Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son de 
10 cm, 8 cm y 6 cm, está hecha de madera contrachapada de 
2 mm de espesor. Determinar el volumen aproximado del material 
«que se gastó en hacer la caja. 

1850*. El ángulo central de un sector circular es igual a 80” 
y so desca disminuirlo en 1% ¿En cuánto hay que alargar el radio 
del sector, para que su área no varíe, si su longitud inicial era 
igual a 20 cm? 

1851. Calcular aproximadamente: 


a) (1,02)P-(0,97)% b) Y (4,05) + (2,93)%; 

c) sen 32”-c08 59” (al convertir los grados en radianes y cuando 
se calcule el sen 60%, tomar solamente tres cifras decimales; la 
última cifra debe redondearse). 

1852. Demostrar, que el error relativo de un producto es 

aproximadamente igual a la suma de los errores relativos de los 
factores. 
Il» 1853. Al medir en un lugar el triángulo ABC, se obtuvieron 
los datos siguientes: el lado a=100 m 4 2 m, el lado b=200 m 
+3 m y el ángulo C=60* 4- 4%. ¿Con qué grado de exaclitud 
puede calcularse el lado e? 

1854. El período T de oscilación del péndulo se calcula por 


la fórmula 
; ¿ 
T = 21 y Ez , 


donde l es la longitud del péndulo y g, la aceleración de la gra- 
vedad. Hallar el error que se comete al determinar 7, como 
resultado de los pequeños errores Al=a y Ag=8B cometidos al 
medir l y g. 

1855. La distancia entre los puutos Po (Zo; Yo) y Pr; y) cs 
igual a p, y el ángulo formado por el vector P¿P con el eje OX, 
€s igual a a. ¿En cuánto variará el ángulo «a, si el punto P toma 
la posición P,(z+dz,y+dy), mientras que el punto P, sigue 
invariable? 


$ 5, Derivacion de funciones compuestas 


4. Caso do una sola variable independiente. Si z= 
=f[(zx, y) c3 una fención diforenciablo du los argumentos z e y, que son, 
a su vez, funciones diforenciables do una variable independiente £: 


r=Qq(t), y=v(), 
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la derivada de la función compuesta z=f[p(t), w(t)] so puede calcular 
por la fórinula 
q 08 0z 1 0E Y (1) 
dt dx di ' dy de ' 
En el caso particular de que t coincida con uno de los argumentos, 
ppor ejemplo, con z, la dorivada «total» de la función z con respecto a x será: 


dz 02 oz dy 


de da O da" (2) 
Ejemplo 1. Hallar ca si 
¿=e9*+2%, dondo z=coSt, y=?2. 


Solución. Por la fórmula (1) tenemos: 


F=4=+4%.3 (—sen £) + e9XT28,2.04= 


—= 242 (4+ 3 sen 1) =e? 008142 (¿1.23 sen 8). 
Ejemplo 2. Hallar la derivada parcial e y la derivada total E, si 
z=e*Y%, donde y =P (7). 


”» 
La 


Solución. a Yer. Basándonos en la fórmula (2), obtenemos: 
dz : 
E you 4 atu (2), 


2. Caso de varias variables indepondientes. Si z es 
ana función compuesta de varias variables independientes, por ejemplo, 
z=f (1, y), donde z=p (u, y) o y=VY(u,v) (u y v son variables indepen- 
diontes; f, p y y son funciones diferenciables), las derivadas parciales de z 
<on respecto a u y b se expresan así: 


dz dz 0x Óz 0y 


da 0 dU Toy du (3) 
ga. 08,081.08 04 (4) 
dv dx dv * dy dv * 
En todos los casos cxaminados se verifica la fórmula 
0z Óz 
car PE dy 


(propiedad de invariabilidad de la diferencial total). 


a 0z 0z , 
Ejemplo 3. Jlallar va Y To * 31 


2=f (2, y), donde z=uv, y . 
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Solución Aplicando las fórmulas (3) y (4), obtenemos: 


A (z, y u+f, (x, y) > 


E fa (2, y) uf, (2, y) =p - | 


Ejemplo 4. Demostrar, que la función z=y (224 y?) satisface a la 
ecuación "5 == 5 0, 

Solución. a función q dependo do x< e y a través del argumento 
intermedio 124-y2=t, por lo cual 


= _ 2 0t 

y 
Óz dz 0t 
y e AY 


Poniendo las derivadas parciales en el primer miémbro de la ecuación, 
tendremos: 


0 
IE (4) 229 (2241) 2y= 


=22y0" (12442) —22yq" (124 y?) = 0, 
es dectr, la función z satisface a la ecuación dada. 


1856. Hallar se, si 


=>, donde z=e', y=1ln!. 


du á 
1857. Hallar L£, si 
u=lnsen 7. donde 2=3£*, y=V 241. 


1858. Hallar E, si 
u=2Yy2, donde z=¿*4+1, y=lIn!, z=tgf. 
1859. Hallar sl, si 


yA 
VENTE 
1860. Hallar E, si 


donde z=Rcost, y=Rsent, 2¿=MA. 


uU = 


z=u”, donde u =sen rt, V=C08% 
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Ó d : 
1861, Hallar + y 520 si 


= arctg — ey=x2. 


0 dl e 
1862. Hallar + y qe si 


z2=x*%, donde y=q (2). 
Óz Oz ; 
1863. Hallar va Y oy: 9 
e ” donde u=x?— y?, v=e*, 


1864. Hallar E0 y =, si 
¿=arctg — — , donde 2=USen Y, Y=UCOSL, 
1865. Hallar Sy Sr , si 


z=f(u), donde u =xy + z. 
1866. Demostrar, que si 
y =D (1? + y? + 22), donde ==. 003 p cos y, 
y=Kcospsent, z=XRsen o, 


entonces, 


ó0u Ou 


1867. Hallar =, si 


u= f(x, y, 2), donde y ==q (2), 2=vliz, y) 
1868. Demostrar, que si 


2=] (24 ay), 
«donde f es una función diferenciable, entonces, 
Oz 02 
TT 
1869. Demostrar, que la función 
w=?f(u, 0), 
Acida U=x-+at, v=y4bt, ON a la ecuación 
O0w 


a —* > Sto Ae 
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1870. Demostrar, que la función 


2 =yo (12— y”) 
satisface a la ecuación 
ií 0 lí Oz z 
Try yr 
1871. Demostrar, que la función 


= 1Y + 1 (4) , 
satisface a la ecuación 
Óz 0z 
T er =)- Y = TY + Da 
1872. Demostrar, que la función 
x2 
=eYp (ye 2” ) 
satisface a la ecuación 


1, Po) 
(24) E ey 2 aya, 


1873. Un lado de un rectángulo de z=20 m, aumenta con una 
velocidad de 5 m/seg, el otro lado de y=3U m, disminuye con 
una velocidad de 4 m/seg. ¿Con qué velocidad variarán el perí- 
metro y el área de dicho rectángulo? 

1874. Las ecuaciones del movimiento de un punto material son 


rt, y=l?, z=8. 


¿Con qué volocidad aumentará la distancia desde este punto ab 
origen de coordenadas? 

1875. Dos barcos, que salieron al mismo tiempo del punto A, 
van, uno, hacia el norte y, el otro, hacia el nordeste. Las velo- 
cidades de dichos barcos son: 20 km/h, y 40 km/h, respectivamente. 
¿Con qué velocidad aumenta la distancia entre ellos? 


$ 6. Derlvada en una dirección dada y gradiente de una funcion 

1. Derivada do una función en una dirección dada. 
Se du el nombre de derivada de una función 2=f (zx, y) en una dirección dada 
¿=PP, a la oxpresión 


do  JfPQ=f(P) 
O PP 
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donde f(P) y f(Py) son los valores de Ja fnnción en los puntos P y P,. 
Si la función z os diferenciable, se verificará la fórmula 


92 02 0z 
e a A P_—_— 7 , : 
A E cosa + 7 son a, (1) 


dondo a es el ángulo formado por el vector 7 con el eje OX (fig. 67). 
Análogamente se determina la derivada en una dirección dada £, para 
una función do tres argumentos u=f(z, y, 2). En este caso 


0u óu du Ju 
A = Ta cos BH COS Y, (2) 


donde a, $6 y y son los Sede entre la dirección Y y los correspondientes 
ojes de coordenadas. La derivada en una dirección dada caracteriza la. 
velocidad con que varía la función en dicha dirección. 


Yp. Pa (Sriy) 


F ig. 67 


Ejemplo 1. Hallar la derivada de la función z=2212—3y2 en el 
punto 2 (1; 0), en la dirección que forma con el eje OX un ángulo de 120”. 

Solución. Hallamos las derivadas parciales de la función dada 
y sus valores cn el punto 2: 


Óx 173 
At 1 
dy " x0y JP 
Aquí 
cos a=c0s 120” = => 5 
ya 


son a =sen 120% = 7: 


Aplicando la fórmula (1), obtenemos: 


El signo menos indica, que la función en esto punto y on la dirección 
dada. decrece. 

2. Gradiente de una función. Recibe el nombre de gradiente 
de una función z2=f(x, y), un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de 
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coordenadas son las correspondientes derivadas parciales de dicha función: 
02 Óz 
grad == tt? (3) 


La derivada de la función dada en la dirección E, está rolacionada con el 
gradiente do la misma por la siguiente fórmula: 


Óz | d 
YT = np, grada 2, 


es decir, la derivada on esta dirccción es igual a la proyección del gradien- 
to de la función sobre la dirección on que se deriva. 

El gradiente de la función en cada punto tiono la dirección de la 
normal a la correspondiente línea de nivol de la función. La dirección del 
gradiente de la función, en un punto dado, es la dirección de Ja velo- 
cidad máxima de crecimiento do la función en este punto, es decir, 


; 0z De . 
cuando ¿=grad z, la derivada 37 loma su valor máximo, igual a 


. dz y2 9z y? 
Va)" 
Análogamonte se determina el gradiente de una función do tres variables 
u=f(x, y, 2): 
du du du 
grad a 4H. (4) 


Jl gradiento do 'una¡función de tres variables, en cada punto lieva la 
-dirección de la normal a la superficio de nivel que pasa por dicho punto. 

Ejemplo 2. Hallar y construir el gradiento de la función z=>Y*y 
en el punto P (1; 1). 


F ig. 68 


Solución. Calculamos las derivadas parciales y sus valoros,on cl 
punio P. 


Óz Óz 
at (5), =2 
Óz 


Por consiguiente, grad z=2¿ 44 (fig. 68). 


1876. Flallar la derivada? de la función z=x*--xy-— 2y? en el 
punto P (1; 2) y en la dirección que forma con ol eje OX un 
ángulo de 60". 
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1877, Hallar la derivada de la función z=x*— 2x*y + xy341 
en €l punto P (1; 2), en la dirección que va desde éste al punto 
ÑN (4; 6). 

1878. Hallar la derivada de la función z=InY1?+y? en el 
punto P (1; 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada de la función u=x*—Jyz+5 en el 
punto M(1; 2; —1) en la dirección que forma ángulos iguales 
con todos los ejes de coordenadas. 

': 1880. Hallar la derivada de la función u=xy+yz+zx on el 
punto M (2; 1; 3) en la dirección que va desde éste al punto 
N (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la función u=In (e* + e" +.e*) en 
el origen de coordenadas, en la dirección que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY y OZ los ángulos a, $ y y. respectiva- 
mente. 

1882. El punto en que la derivada de una función, en cual- 
quier dirección, es igual a cero, se llama punto estacionario de 
esta función. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 


a) z=3*4+ xy +y9—4x— 2y; 

bh) 2=23%4 y — 3xy; 

c) u=2y?4 22— xy —yz+ 22. 

1883. Demostrar, que la derivada de la función 2= E , tomada 
en cualquier punto de la elipse 2x24+y*?=C* a lo largo de la 


normal a la misma, es igual a cero. 
1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 


¿=137 4 y?-—Jxy. 
1885. Hallar el grad z en el punio (9; 3), si 
pr 1% zi-—y?. 
1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u=zxyz. 
1887. Hallar -la magnitud y la dirección del grad u en el 
punto (2; —2; 1), si 
u=144 y 42. 
1888. Hallar el ángulo entre los gradientes de la función 
¿=1n + en los puntos Aly: +) y B(1; 1). 
1889. Hallar la magnitud de la elevación máxima de la super- 
ficie 
2 = 25 + Ay? 
en el punto (2; 1; 8). 
14—1016 
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1877. Hallar la derivada de la función z=:x%— 2x%y+xzxy2+1 
en el > ÓN P (1; 2), en la dirección que va desde éste al punto 
ÑN (4; 6). 

1878. Hallar la derivada de la función z=1nY x?+ y? en el 
punto P (1; 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo 
coordenado. 

1879. Hallar la derivada do la función u=x1—3yzW+5 en el 
punto M (1; 2; —1) en Ja dirección que forma ángulos iguales 
con todos los ejes de coordenadas. 

1880. Hallar la derivada de la función u=xy+yz+zx en el 
punto M (2; 1; 3) en la dirección que va desde éste al punto 
N (5; 5; 15). 

1881. Hallar la derivada de la función u= In (e? + e + e”) en 
el origen de coordenadas, en la dirección que forma con los ejes 
de coordenadas OX, OY y OZ los ángulos a, $ y y, respectiva- 
mente. 

1882. El punto en que la derivada de una función, en cual- 
quier dirección, es igual a coro, se llama punto estacionario de 
esta función. Hallar los puntos estacionarios de las siguientes 
funciones: 


a) 2=21-+4 xy +y?—42—2y; 


b) =234+y*— 3zy; 
c) u=2y* + 22 —2y— y2 + Lx. 


1883. Demostrar, que la derivada de la función ¿=£, tomada 


en cualquier punto de la elipse 2x2+y?=C? a lo largo de la 
normal a Ja misma, cs igual a cero. 
1884. Hallar el grad z en el punto (2; 1), si 


2=13 4 y -— 3xy. 
1885. Hallar el grad z en el punto (3; 3), si 
2= Y 1?—y. 
1886. Hallar el grad u en el punto (1; 2; 3), si u=xyz. 
1887. Hallar la magnitud y la dirección del grad u en el 
punto (2; —2; 1), si 
u=x2* 4 y 42, 


1888. Hallar el ángulo entre los gradientes de la función 
2=1n en los puntos Al5s <) y B(1; 1). 

1889. Hallar la magnitud de la elevación máxima de la super- 
ficie ción 
en el punto (2; 1; 8). 
141016 
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1890. Construir el campo vectorial del gradiente de las si- 
guiontes funciones: 
a) 2=z+y; ce) z=x3*4 y; 


b) Ed due. . 
VATAFE 


$ 7. Derivadas y diferenciales de ordenes superiores 


1, Derivadas parciales de órdenes superiores. Se llaman 
derivadas parciales de segundo orden de una función z=f(x, y) a las deriva- 
das parciales de sus dorivadas parciales de primer orden. 

ara designar las derivadas de segundo ordon se emplean las siguientes 


notaciones 
0 Oz us glz =f" , 
Óx ( Óx )= qa Y): 
0 02 922 , 
A IS 


Análogamente se determinan y se designan las derivadas parciales de 
orden superior al segundo. 

Si las derivadas parciales que hay que calcular son contínuas, el resul- 
tado de la derivación sucesiva no depende del orden de dicha derivación. 

Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la 
función 


Solución. Ifallamos primeramente las derivadas parciales de primer 
ocdon: 


dz 1 to y 

de ,, 2 yo ay?” 
+ 

dz 1 ( E z 

dy q y? ) 12 -[- y? 


Ahora volvemos a derivar: 
S=latbr)-=-> 2ay_ 
98 grx 124y3) — (22+y2) 
dz 0 ( z ) 21y 
CN 
tz 0 y )= 1-(124-y4)—2y y _ 12—y 
dzdy Oy Ny) (28 (ad y2)3 


Debe advertirse que la llamada derivada parcial «cruzada» se puede hallar 
de otra manera, a saber: 


Pr dz Ó (- z ) EA 12— y2 
dzdy yor da NX Py) (++ ya? (3 Fyne 
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2. Diferenciales de órdenes superiores. Recibe el nombre 
de diferencial de segundo orden de una fuación z==f(z, y), la diferencial 
do la diferencial de primer orden de dicha función: 


dez = d (dz). 
Análogamente so determinan las diferenciales de la función z de orden 
superior al segundo, por ejemplo: 
d32 =d (422) 
y. en general, 
dz =d (d—1z). 
Si z=f(x, y), donde x e y son variables independientes y la función f 


tiene derivadas parciales continuas de segundo grado, la diferencial de 2? 
orden de la función z se calcula por la fórmula 


0% 0%z 922 
=-—3 (le? mr dy?. 
diz 277 d134+2 3z Óy di dy+ ay dy (1) 
En general, cuando existen las correspondientes derivadas se verifica la 
fórmula simbólica 


Ú g y” 
Ny PA A z 
d 2=(03 dz + dy 3) e 
que formalmonte se desarrolla según la ley binomial. 
Si z=f(z, y), donde los argumentos x e y son a su voz funcions de usa 
o varías variables independientes, tendremos 


0tz 0?z Ó*?z 02 Óz 
2 —o 2 2 y q 2 A 2 arpa > 
d?z 373 dz + e vy dz YH GE dy > Óz d z+ ón dy. (2) 


Si x e y son variables independientes, d2x=0, d*y=0 y la fórmula (2) se 
hace equivalente a la fórmula (1). 


Ejemplo 2. Hallar las diforenciales totales de 1? y 2% órdenes de la 
función 


z-=212—3Jzy — y?, 
Solución. 1%" procedimiento. Tenemos: 


Oz 0z 
o. A —_— ; —e 3 — pi, s 
Tx iI— dy, Oy 3z— 2y. 


Por lo Cual, 


0z . Oz ' 
dz Ea dx Y = (4x2 —3y) d:— (31 + 2y) dy. 


Después, 


de donde se doduce que 
d%z uu 0% dx2 42 ga dz dy + cla dy?=4 dx2—6 dz dy —2 dy2 
Ir? dz dy Oy? PRIDE 


2% procedimiento. Diforenciando, hallamos: 
dz=4x dx—3 (y dz + 2 dy) — 2y dy =(42— 3y) dí — (3x2 4 2y) dy. 
Volviendo a diferenciar y recordando que dz y dy no dependen de ze y, 
14* 
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0btenemos: 

d2z =(4 dx —3 dy) dx— (3 di +2 dy) dy =4 d22—6 du dy — 2 dy?. 
diz 937 atz 
1891. Hallar az? 010 9 ayi » Si 


ze y2 
¿=0 Y a: 

, = 027 027 
1892. Hallar > TO * yo? 


z= 1n (x* -+ y). 


1893. Hallar E 7 7 si 

2= Y 2xy +y?. 
1894. Hallar ———— EA A si 

2 = arctg La : 


92 : 
- 1895. Hallar SE > si 


E r=Vi4 y z2, 
1896. Hallar todas las derivadas parciales de 2% orden de la 
función: : 


U = Y + Y2 | 22. 
1897. Hallar ra , si 
y = yb, 
1898, Hallar -—— SE 37 , si 
2 = sen (xy). 


1899, Hallar fz,(0, 0), fiy(0, 0), fíy (0, 0), si 
Hz, y) =(1 92)” (1 +y)”. 


02% 0%z 


1900. Demostrar, que oy aaa? A 
¿=arseny/ 1. 
z 
diz * 9% 


1901. Demostrar, que Dz dy = dy Ox » Si 


z=xu?, 
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1902*. Demostrar, que para la función 
22 — ¡2 


f(x, y) =1y HEY 
con la condición complementaria de f(0, 0) =0, tenemos 
Fey (0, 0) = —1, fux (0, 0)= +4. 


1903. Hallar Ze, > pro SÍ 
z=f(u, 0), 
donde u=x3*+4 y?, v= xy. 
1904. Hallar == , si 
u=f(x, y, 2), donde z=q(x, y). 


0% 0% 0? : 
1905. Hallar 7. dao" aya» Si 


2 =f (u, v) donde u= P (x, y), p=wY (z, y). 
1906. Demostrar. que la función 
u =arctg z 


satisface a la ecuación de Laplace 


0u dy 
Ga tar). 


1907. Demostrar, que la función 
u =Ín dde : 
P 


donde r=V (z—a)*+(y—b)?, satisface a la ecuación de Laplace 
du du 
RS — 0. 
1908. Demostrar, que la función 
u (x, t) == A sen (at + q) sendz 


satisface a la ecuación de vibraciones de la cuerda 
6%u =al du 
912 — 0x2 * 
1909. Demostrar, que la función 
_ (220014 (y—v0)4+-(2—20)3 
ae 


u (z, Y, 2, DEP" 
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(Lo, Yo, Zo, 4, son constantes) satisface a la ecuación de la conduc- 
tividad calorífica 


du _ du 0%u Ol 
a "Va Aj Oy? gz2 ) j 
1910. Demostrar, que la función 
u =q (T—al) + y (14 at), 
donde y y y son unas funciones cualesquiera, diferenciables dos 
veces, satisface a la ccuación de las vibraciones de la cuerda 


du  , 0 
ETE dx? * 


1911. Demostrar, que la función 
y y 
¿=> (E) +v(5) 
satisface a la ecuación 
dz 0%z e 0 
+ 2 y Sr 0. 

1912. Demostrar, que la función 

u=0Q (xy) + Y yy (L) 


satisface a la ecuación 


1913. Demostrar, que la función z=f[x + (y)) satisfaco a la 
ecuación 
dz 0% 0z 0% 


—a Yeon, A 


Ox 0z0y Oy dxi ” 
1914. Hallar u=u (z, y), si 
E 
dady 
1915. Determinar la forma de la función u=u(x, y) que satis- 
face a la ecuación 


1916. Hallar dez, si 


1917. Hallar deu, si 


u =XYZ. 
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1918, Hallar dz, si 
2=0 (£), donde ¿=x* + y?. 
1919. Hallar dz y d?z, si 


Xx 
2:=u4”, donde u=— , V=2ZY. 
e y . 


1920. Hallar d*z, si 

z=f(u, v), donde u=azx, v=by. 
1921. Hallar d?z, si 

2=f(u, v), donde u= xe*, v= ye”. 
1922. Hallar d*z, si 

z=£* COS Y. 
1923. Hallar la diferencial de 3” orden de la función 
Z= TI COS Y + Y Sen Z, 


y determinar todas derivadas parciales de 3% orden. 
1924. Hallar df (1, 2) y d2f (1, 2), si 


fix, y) =21?+zxy + y? —4 In x 10 In y. 


1925. Hallar d2f(0, 0, 0), si f(x, y, 2) =1324-2y? 4 322 — 2xy + 
+ 4x2 + 2y2. 


S 8. Integracion de diferenciales exactas 


1%. Condición de diferencial exacta. Para que la expresión 
P (zx, y) dx+0Q (zx, y) dy, en que las funcionos P(x, y) y Q(z, y) son conti- 
nuas conjuntamente con sus derivadas parciales de primer orden en un 
recinto simplemente conexo D, represente de por sí, en el recinto D, la 
diferencial exacta de una función determinada u (zx, y), es necesario y sufi- 
ciente que se cumpla la condición 


a 
gr". 0y 
Ejemplo t. Cerciorarso de que la expresión 
(2z + y) d1 + (24 2y) dy 
os la diferencial exacta de una función determinada y hallar dicha función. 
Solución. En este caso P=2x+y, Q=x+2y. Por esto, =- == 


y, por consiguiente, 


du Ju 
(2124 y) dx 4 (7 +2y) MAME dy, 


donde u es la función que se busca. 
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De acuerdo con la condición —=24p, por consiguiente, 


uml (234 y) dem 3242449 (4) 


Pero, por otra parte, 7 =2+0 (y) =x +2y, de donde q” (y) =2y, q (y) => 
=y4-C 
y 
u=x2- xy + y24-C. 
Finalmente, 


(21 +y) dr + (24 2y) dy =d (1424-xy 4- y24-C). 
2. Caso de tres variables. Análogamento, la oxpresión 
P (x, y, 2) dr4Q (zx, y, 2) dy 4R (zx, y, 2) dz, 
en que P(zx,y,2), Q(z,y, 2) y RÍ(z,y,z), junto con sus derivadas parcia- 


les de 1% orden, son funciones continuas de las variables z, y, z representa 
la diferencial exacta de una función determinada u(x, y. z) en un recinto 
simplemente conexo D del ospacio, cuando, y sólo cuando, en D se cumpla 
la condición 


A o 


Ejompl o 2. Cerciorarse de que la expresión 
(3224 3y —4) dz 4 (22 32) dy + (2y2 + 1) de 


cs la diferencial oxacta de 'una función y hallar dicha función. 
Solución. Aquí P=322+3y—1, Quz2i+3x y R=2y2+1. Estable- 
cemos, que 


9 LS == OR ES GP IR 


dz y" dy de de óz 
y, por consiguionte, 


(312 + 3y —1) dz + (2244-32) dy +(Qya +1) dde dad dz, 
dondo u es la función que se busca. 
Tenemos: 
Ou 
— == 2 —> 
E 3x*+3y—1, 
es decir, 


4 = | (Bat 431) di=234-31y — 2 +0 (y, 2). 
Do otra parte, 
Ju ro L19) 
E 


Ou 9p 
E iS 
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de donde 2 y TL =2ys+1. El probloma se reduce a buscar una fun- 


ción de dos variables q (y, 2), cuyas derivadas parciales se conocen, habién- 
dose cumplido la condición de diferencial exacta 
Hallamos q: 


Py 2)=| tdy=y224p (2) 
E + (2) =242-+1, 
y (2=1, p()=:4+C, 
es decir, p (y, :)==y22+:2-+C. Y, finalmente, obtenemos 
u=234-31y—r+yi2424C. 

Después de comprobar que las expresiones que se dan más abajo 
son diferenciales exactas de eiertas funciones, hallar estas fun- 
ciones. 

1926. y dr --zdy. 

1927. (cos + 31%y) dz + (13 — y?) dy. 

(z + 2y) dx + y dy 

1923, ERA 2 


1929. 21%. de e dy. 
1930. L dr—2 dy. 
y 


1931. —Í— d+ 2, dy. 

a TETT IÓN Vi3+y ey 

1932. Determinar las constantes a y b de tal forma, que Ja 
expresión 


(a22+42xy + y?) de — (1? + 23y + by?) dy 
sea la diferencial exacta de una función z, y hallar esta última. 
Después de comprobar que las expresiones que se dan más abajo 
son las diferenciales exactas ' de ciertas funciones, hallar estas 
funciones. 


1933. (224 y +23) d+ (24 2y+ 2) dy + (1 + y +22) dz. 
1934. (312 4 2y?-+ 32) dx + (4xy + 2y —z) dy + (31 —y—2) dz. 
1935. (2xyz—3y%z + 8xy*4-2) dx +4 

+ (2%2 — 6xyz + 82*y + 1) dy + (1*y —3xy?* + 3) dz. 


1936. (5-5) d+ (2-5) a+ (E) €2 


1987. zdx+ydy+2 dz 
VE AFA 
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1938*. Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes 
de coordenadas: 
=D o MEE. e 
(a ya? Y= EE 
donde A es una magnitud constante. ¿Cuál debe ser el coeficiente A, 
para que la fuerza tenga potencial? 
1939. ¿A qué condición debe satisfacer la función f(x, y), para 
que la expresión 


f (2, y) (dx 4 dy) 


sea mna diferencial exacta? 
1940. Hallar la función u, si 


du =1f (xy) (y dx x dy). 


$ 9. Derivación de funciones Implicitas 


_ 4. Caso de una variablo independiente. Si una ecuación 
fíz, y) =0, donde f(x, y) es una función diferenciablu de las variablos z 
0*y, dotormina a y como función de z, la derivada de esta función dada cn 


forma implícita, siempre que fy(x=, y) 0, puede hallarse por la fórmula 
Y EE y) ? (1) 
z ty(z, y) 


Las [derivadas de órdenes superioros se hallan por derivación sucesiva 
de la fórmula (1). 


: dy  d3y 
Ejemplo 4. Hallar 7 y 523 + si 


(224 y25—3 (224 y?) 4-4 m0. 
Solución. Designando el primcr micmbro de esta ocuación por 
f(x, y), hallamos las dorivadas parciales 


felx, y) =3 (124 y2)2.21—3.22=6z [(12+ y2)2—4], 


fy (2, y)=3 (224 y2)2.2y —3-2y = 6y [(224 y2)2—1]. 
De donde, aplicando la fórmula (1), obtenemos: 


dy__ 60) PAY 
dz fu (z, y) 6y (524 y2)4—1] yo 


Para hallar la segunda derivada, derivamos con respocto a = la primora derivada 
que hemos encontrado, teniendo on cuenta al hacerlo que y es función de 2: 


il NL RE 
dx2 de E) > —_ + —_ E AA 


2. Caso de varias variahles indopendientes. Análoga- 
monte, si la ecuación F (zx, y, 2) =0, donde F (zx, y, 2) es una función dilfe- 
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ronciable de las variables x, y y z, determina a z como función de las 


variables independientes ze y, y Fzlz, y, 2) +0, las derivadas parciales 
de esta función dada de forma implícita pueden hallarse por las fórmulas: 


de Fale) da Fila a) (2) 
dz Pr(e, yz) 08 Fa(z, y, 2) 


Otro procedimiento para hallar las derivadas de la función z es el siguiente: 
diferenciando la ecuación F (zx, y, 2) =0, obtenemos: 


OF OF 19 


2 Y . . 7 
De dondezpuede determinarse dz, y por consiguiente rd y Sy z 
Ed Óz Oz 
A r 4 có e R : 
E-jom plo 2. Hallar ral TE si 


12— 2424-3232 yz y =0. 


Solución. 1% procedimiento. Designando el primer miembro 
de esta ecuación por medio de F (zx, y, z), hallamos las derivadas parciales 


Fo(z, y, 2)=2x, Fy(z, y, 1)= —4y—2-1, 
F; (2, y, z) =6z —y. 
Aplicando la fórmula (2), obtenemos: 


Pol Pileyyyz) 2 da Fyfeyz) _iáy—z 
dr PF? (2, Y, 2) 6—y * Oy F: (z, Y, z) 62 —y 


22 procedimiento. Diferenciado la ecuación dada, obtonemos; 
27 de —4y dy +62 di—y di—2zdy +dy=0. 
De donde determinamos dz, es docir, la diferencial total de la función 


implícita: 
_ 2 d14-(1—4y—2) dy 


dz y —6z 


7 
Comparándola con la fórmula de dz > dy, vemos, que 


óz 22 0z _ 1-—4y—2 
da y—bs' dy  y—6z ' 
3". Sistema de funciones implícitas. Si el sistema de dos 
ecuaciones 


Fíz, y, U, y) =0, 
G (zx, Y, u, v) =U 
determina u y y como funciones diferenciables de las variables z e y, y el 
jacobiano 
DF OF 
D(F, 6) du Óv 
D (us, yv) E 0G 0G 
du dv 


+ 0, 
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las diferenciales de ostas funciones (y por consigulonto, sus derivadas 
parciales) se pueden hallar de las siguiontes ecuaciones 


or OF gr gr 

97 Ey A gy d+ gy de =0, dó 
0G 9G 0G gG 

az Ay Ay dj do =0 


Ejemplo 3. Las ecuaciones 


U+ovU mz + yy zu-+yuz=1 
determinan u y » como funciones de z uv y; hallar q o 0 y EA a 
> dx dy 0 dy 
Solución. 1% procedimiento. Derivando ambas ecuaciones 
con respecto a z, obtenemos: 


du Óv 
dra” 


du 11 
air Sr 


de dondo 
du  u+y 0 utkzx 
Vi — z=y' 0 z—y' 
Análogamente, hallamos: 
du b+yYy dv voz 
OY y" dy y 


22 procodimiento. Por derivación hallamos dos ecuaciones «que 
relacionan entro sí las cuatro variables: 


du+dv=d1+dy, 


rdu+udr+ydv+vdyasd, 


Resolviendo csto sistema respecto a las diferenciales du y du, obte- 
nemos: 


du —(EVd 4d y tad (o+zjay 


r—y : z-y 
De dondo 
eu u+y du v-L y 
Óx E=Y' Oy  t—y' 


gv u+z dv v+z 
an y 
4%. Funciones dadas en forma paramétrica. Si la función 
diferonciable < de las variables x e y se da en ecuaciones paramétricas 
z=r (4, y), y=y(u,v), 2=z2(u, 6) 
y 
óx dx 
D(=, y) _ | 04 do 
D (u, v) e Oy Oy 
du dv 


+ 0, 
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la diferencial de esta función se puede hallar del sistema de ecuaciones 


( __Óz EA 
| dex = A du + db dr, 
_0y Oy 
| dy = > det db, (4) 
0z Oz 
L d2=- dut 7 do. 


Conociendo la diferencial 4z=pdr+qdy hallamos las dorivadas parciales 
gz 92 
id EGO 

Ejomplo 4. La función z de los argumentos z e y viene dada por 
las ecuaciones 


=u-+jo, y=ul4ol, 2=3u84 08 (u + y). 


Solución. 1% procedimiento. Por diferenciación hallamos 
tres ecuaciones que relacionan entre sí las cinco variables: 


dz =du+dv, 
dy = du du + 2u du, 
( dz = Ju? du + 30? do. 


De las primeras dos ecuaciones despejamos du y dv: 
2v dz — dy dy —¿u dz 
d == -——_—m——, — "e ——— 
Ñ 2 (v—u) ee 2 (v—u) 
Ponemos en la tercera ecuación las expresiones así determinadas de du y du: 
2v dx — dy y ly—ludz _ 
2 (v—u) on 2(u—u) — 
_ 6uv(u—v) dx +3 (02—u?) dy 


dz = 3u2 


—3uv de + (u—+.v) dy. 


2 (v—ua) 
Dc donde 
07 , 0z 13 
A A 
2% procedimiento. De la tercora ecuación dada se puede hallar: 
02 du dv Óz óu dv 
= Ju? —— A a A y Rai 
a “to. dy (5) 


Derivamos las dos primeras ecuaciones, primoramente, con respecto a z, 
y después, con respecto a y: 


_ Ou 0v du Óv 
ER NES AED 


dv du dv 
e. pao o 9) > 
a 4 =2u 9y 4-26 


du 
0= == q4- > 
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Del primer sistema tenemos: 


du v dv u 
Y v—u' dx u—vu' 


Del segundo sistema tenernos: 
E: 
dy 2(u—w)” Oy —2(v—u)' 


; , dz z ; 
Poniendo las expresiones ad ge en la fórmula (5), obtenemos: 


dy 
dz D u 
PE 2 . 2 == — Jur 
dx ds == u — ? 
de 4 4 3 
LA A s 
a a A 2 


1941. Sea y una función de zx, determinada por la ecuación 


E =1 


a dy dy dy 
Hallar dE 4 dx3 dz3 - 
1942. Sea y una función determinada por la ecuación 
a+y+42axy=0 (a>1). 


2 
Demostrar, que 5=0 y explicar el resaltado obtenido. 


1943. Hallar Z, si y=1+y*. 


1944. Hallar Y y —, si y=x-1n y. 


dz 


1945. Hallar ($) y (2)... si 


dx dx? 
“—2dry + y94 234 y—2=0. 


Utilizando los resullados obtenidos, representar aproximada- 
mente la gráfica de esta curva en el entorno del punto z=1. 
1946. La función y está determinada por la ecuación 


In Y 2? + y? =a arcte — (a >= 0). 


d?y 
Hallar — y q 
1947, Y y <M si 


dl +xy—1n (ee) =0 
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1948. La función z de las variables x e y se da por la ecuación 


+ 2y9+ 23 —32y2 — y +3=0. 


Hallar —— y a 


1949. Hallar 22 gs 


y: Oy , 
tio srol 


SE 


1950. La función z viene dada por la ecuación 
a+ y— 2— ay =0. 


Hallar W Sr Y y Para el sistema de valores z= —1, y =Ú y z=1. 
dz 0z 3d? 0%z Ólz . 2 y2 22 
1951. Hallar aL? ETA A? Tx OY a A , SÍ LT A de ¿E 
19592. f(x, y, 2) =0. Demostrar, que Es | 
á > , E) dy dz Ox 


1953. z=0qp (x, y), donde y es función de zx, determinada por la 
ecuación Y (z, y) =0. Hallar Á : 

1954. Hallar dz y d?z, si 

at yz a?. 

1955. Sea z una función de las variables z o y determinada 

por la ecuación 
2424 2y? + 22—82x2—24+8=0. 

Hallar dz y diz para el sistema de valores x=2, y=U y 2z=1l. 

1956. Hallar dz y d?*z, si In z==x+y+:2=1. «¿A qué son 


iguales las derivadas primera y segunda de la función z? 
1997. Sea la función z dada por la ecuación 


2+y +4 z2=plaxr + by+c2), 
donde q es una íunción cualquiera diferenciable y a, b, c, cons- 
tantes. Demostrar, que 


0z 9 
(cy — bz) + (az—cex) +7 = br—ay. 


1958. Demostrar que la función z, determinada por la ecuación 
F (z—az, y— bz) = 
donde F es una función diferenciabie cualquiera de dos argumentos, 
satisface a Ja ecuación 


dz de 
E Ox +0 dy =1 
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1959. PÍZ, 2)=0, Demostrar, que z — + y3 2 
1960. Demostrar, que la función 2, o pol la ecua- 
ción y=x0q (2) + y (2), satisface a la ecuación 
Jiz (02 y? Óz 0z dz 927 (02 y? 
2 (57) 23547 3207 +39 (3) =0 
1961. Las funciones y y 3 de la variable independiente zx se 
dan por el sistema de ecuaciones 


” 2 
24 y—232=0, 224 2y?-+322=4. Hallar z, E Sl y = para 


r=4, y=0 y z=1. 
1962. Las funciones y y z de la variable independiente z= se 
dan por el sistema de ecuaciones 


Tyz=A4, 24 y+2=b 


Hallar dy, dz, d*y, d?z. 
1963. Las funciones u y v de las variables independientes zx e y 
se dan por el sistema de ecuaciones implícitas 


U=I+Y uu=y. 
Calcular 


óu 64  Uu 021 du 00 Óv 0lp ¿ip 0%y 


aaa O — A A — Me  — — E 


dz > dy * 018 * “drdy * dy2? dx * dy * 032 dxdy * 0yi ad 
z=0, y=1. 
1964. Las funciones u y vb de las variables independientes 
x e y se dan por el sistema de ecuaciones implícitas 
u+v=zx, u—yu=0. 
Hallar du, du, du, d?v. 


1965. Las funciones w y v de las variables x e y se dan por 
el sistema de ecuaciones implícitas 


z=Q(u, 0), y=vV(u, vu). 


du du Ov 00 
Hallar Mei 


1966. a) Hallar — , SÍ] T=UC08U, y=USENV y Z2=CU. 


se y > 
dz me 
hb) Hallar 27 Y sr Si I=U+40, Y=U—U y 2=UuD. 


c) Hallar dz, si z+e**, y=e"" y z=uv. 
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1967. z=F (r, p), donde r y q son funciones de las variables 
x e y, determinadas por el sistema de ecuaciones 


Z=FC0SQ, Y=r8enq. 


dá 03 0% 
Hallar ETE y ET . 
1968. Considerando z como función de z e y, hallar E 7 : 


si 1 =(C05p cos Y, y =bsen y cos y, 
2 = Cc sen Y. 


$ 10. Cambio de varlables 


Cuando se cembian las variables en las exprosiones diferenciales, las 
derivadas quo entran en ellas deben expresarse por medio de derivadas con 
respecto a las nuevas variables, aplicando para ello la regla de diferencia- 
ción de funciones compuestas. 


1% Cambio de variables cn las expresiones que con- 
tionen derivadas ordinarias. 


Ejemplo 1. Transformar la ecuación 
d?y dy , al 
2 o == 
dir ir E ds 
A 4 
poniendo ta 


Solución. Expresamos las derivadas de y respecto a z por medio de 
las derivadas de y con respecto a t, Tenemos: 


dy dy 
dy _ dede LA 
dr "da 1 dt ” 
di ra 


dy 


= dy YN iras Y y jas 
=- (a Gen) (1) 2218 GA 


d 

dt2 
Ponemos las expresiones de las derivadas halladas on la ecuación dada 
y cambiando z por , , obtoncmos: 


E. (2 a 5) +24 (—“e) + at22y =0 


2 


ad? 
Sr + atm 0 
151018 
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Ejemplo:.2. Transformar la ecuación 
d?y dy Y _ dy 
: (7) —32=0 
tomando y como argumento y z como función. 
Solución. Expresamos las derivadas de y respecto a z por medio de 
las derivadas de x= respecto a y 


MA, 
x dx? 
dy 
Y NN EN o O a ÍA 
dx2” del dez] dy ldzldz dr yx? de day3 * 
ES (E) tal 18 
Poniendo estas expresiones de las derivadas en la ecuación dada, tendremos: 
diz 
dy? 1 1 
lar [ara 
(5) (5) 7 
o, finalmente, 
dix dxy? 
3 + (7) 
Ejemplo 3. Transformar la ccuación 
dy_ 241 
de r—y " 


pasando a las coordenadas polares 
T=F COS QP, Y ="r Sen q. (1) 
Solución. Considerando r como función de q, de la fórmula (1) 
obtenemos: 
dx =.C0S p dr —r sen p dq, dy =-sen p dr +rcos q dq, de donde 
son Je +r cos 
dy Sonpdr+rcospdp _ dj dp E 
di" cos p dr—r sen p dp Í 


cos 7" sen y 


: 2 ¿ d 
Poniendo en la ecuación dada las expresiones de z, y y Se tendremos: 


ez COS 
e _ rcosp-+rsenp 


cos pp" son p r COS P—r 30n py 


o, después de simplificar, 
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2%. Cambio de variables en las expresiones que coq- 
tionen derivadas parcialos. 


Ejemplo 4. Transformar la ecuación de las vibraciones de la cuerda 


0%u 0?u 
A 2 a] 
n= (a + 0) 


a unas nuevas variables indepondientes q y fP, donde a =x—at, f=x-pat. 
Solución. Expresamos las dorivadas parciales de u con respecto a z 
por medio de derivadas parciales do u con respecto a a y B. Aplicando las 

fórmulas de derivación de funciones compuestas 


9 04 00 cOMiOB,. qUe Qu 500 + cOn Op 
0 "0 0t "0 0” dx da 0x OB óx” 


obtenemos: 
óu du óu óu Ju 
Ta HIT o (5-3 30) 
du du Ou du du 
dz AAA 


Volvemos a derivar aplicando estas mismas fórmulas: 
A AE 
08 at 3r)=% dt ) op Not] ot 
Ósu du du 02u 
=a (on) ta (pr 70) 
0%u 0% uy. 
dl ”.daop * opa ) 4 


= 42 
lola) top lr)” 


J2u du lu du Ou du 
= (++ 205): +Hloaca+ar) 2 pH 


Poniéndolo en la ecuación dada, tondremos: 


ó'u 0lu Ou 0%u 321 
o A RA a E 
id E dE Tapa ) S (+2 DB Yap 
o bien, 
du 
da. op ñ 


Ejemplo 5. Transformar la ecuación z? + y? q. 32, tomando 


1 4 j 
como nuevas variables independientes u=:x,v= TA y como nueva función 
1 1 


tw o ces: Cll ca 


== z z 
45* 
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Solución. Expresamos las derivadas parciales GS y 5 mediante 


las derivadas parciales e y =. Para ello, diferenciamos las relaciones 
dadas ontre las variables antiguas y las nuevas 


dz dy de dez 
du=dxz, dao” RT de — =p + 
Por otra parte, 
Ów ów 
de == dut du 
Por esto 
ów 0w dz dz 
e IA 
o bien, 
ów 0w (dr dy dz dz 
e a )=+ ER 
De aquí que 


1 ów 4 dv 2 
A ME ARE HS — 
is ( 2 du 3d ) di y? 0 dy 


da (20 4 de 
e 12 du 4) 


0z 23 w 


dy y. 00" 


Poniendo estas expresiones en la ecuación dada, obtenemos: 


4 Ów 14 0w 
e E 
o bien, 
Ów 
. 


1969. Transformar la ecuación 
y? ci + 21 E —+ y =0. 
haciendo x=.e!. 
1970. Transformar la ecuación 
(12) LL —2 LO, 
poniendo z= Us f. 
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1971. Transformar las siguientes ecuaciones, tomando y como 
argumento: 


a) A+ (E) = E 
py e LY 3 (200, 


1972. La tangente del ángulo y, formado por la tangente MT 
y el radio vector OM del punto de tangencia (fig. 69), se expresa 
de la forma siguiente: 


Transformar esta expresión, pasando a las coordenadas polares: 
T=PCOSQ, Y =PSCNQ. 


F ig. 69 


1973. Expresar la fórmula de la curvatura de una línea 


» 


pS AER 
1+ (gy 
en coordenadas polares x=r cos q, y =rsen p. 
1974. Transformar a las nuevas variables independientes u y uv 
la ecuación 


a DE dy 
Y oz y > 


Ssiu=zx, v=x2+4 y?. 
1975. Transformar a las nuevas variables independientes u y v 


la ecuación 
pa dz 0 03 == () 
Ox —Y dy — VWy 
y 


siu=x, v=“w. 
T 
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1976. Transformar la ecuación de Laplace 


0%u 
dx 


a las coordonadas polares r y q, poniendo 


2 


T=PFCOSQ Y=PSen q. 


az Y Oya 7 
haciendo u=xy, v= 5 ¿ 
1978. Transformar la “ecuación 
0z 02 


ETT = (Y 2)2, 
introduciendo las nuevas variables independientes 


ds dl 
2 2 —<- ... 
SY VE 


y la nueva función w=Inz—(x-+ y). 
1979. Transformar la ecuación 


02z 0% 0% 
Óx1 “Ox ay Y dy? =0, 


tomando como nuevas variables independientes 


U=I+Y  U= ' 


y como nueva función w=-> : 
1980. Transformar la ecuación 


d?z glz diz 
ATI 


poniendo u=zx+Y, v=12—y, W=ZYy—2, donde w=uw (u, v). 


S 11, Plano tangente y normal a una superficie 


1. Ecuaciones del plano tangente y de la normal 
para el caso en que la superficie ostá dada de forma 
explícita. Recibe el nombre do plano tangente de una superficie en el 
punto M (punto de contacto) el plano en que están situadas todas las tan- 
gentes en el punto M, a las curvas trazadas en dicha superficio que pasan 
por este punto M. 

llama normal de una superficie a la recta perpendicular al plano 
tangente en el punto de contacto. a . 

Si Ja ecuación de la superficio está dada de forma oxplícita en un sistuma 

de coordenadas cartesianas, =f (zx, 4), dondo f (z, y) es una función diferen- 
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ciable, la ecuación dol plano tangente en el punto M (zp, Yq» 70) A la super- 
ficie será 


Z— 29. Íx (Zo. Yo) (X —2Z0) +1w (Zo, Yo) (Y — Yo): (1) 


da 20=1f (Zo Yo) y AX, Y, Z, son las coordenadas varlablos de los puntos 
de p ano tangente. 
Las 


ecuaciones de la normal tienen la forma: 
E red MP Sl —A, (2) 
fx (Tor Yo) fyl(to, Yo) = 


donde X, Y, Z, son las coordenadas variables de los puntos de la normal. 
Ejemplo 1. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la nor- 


2 
mal a la superficie ¿=p en su punto M (2; —1; 1). 


Solución. Hallamos las derivadas parciales de la función dada y sus 
valores en el punto 4. 


0z (S 8 
qa” 72) => 
a (2) > 
Y , Oy ), 


De donde, aplicando las fórmulas (1) y (2), tondromos: z—1=2(z—2) + 


+2(y+1) o bion, 224+2y4—2-—1=0, quo es la ecuación del plano taagento, 
z=2 y+1l_ 2 


y "==" ==» Que son las ecuaciones do la normal. 


2. Ecuaciones del plano tangeuto y de la normal 
para ol caso en que la superficie está dada de forma 


implícita. En el caso en que la ecuación de la superficio regular esté 
dada de forma implicita " 


Pz, y, 2)=0 
y F (Zo. Yo, 20) =0, las ecuaciones correspondientes tendrán la forma 
Fi (%g, Yo» 20) (X —20) + Py (Tos Yo» 20) (Y —Yo) + F2 (%o» Yo, 20) (Z—20)=0, (3) 
que es la ecuación del plano tangente, y 
X—0 e Y=yo Z —%p 
Fx (0, Yo» 20)  Fy(to» Yo» 20) FzkZo Yor 20). 


que son las ecuaciones de la normal. 

Ejemplo 2. Escribir la ecuación del plano tangente y de la normal 
a la superficie 3xyz—2z3=a% vn el punto que tiene 2=0 e y=. 

Solución, Hallamos la cota z del punto de contacto, poniendo z=0 
e y=a en la ecuación de la suporficio: —z23=a?, de donde 2= —a. De esta 
forma. el punto de contacto es M (0, a, —a). 

Designando por F (z, y, z) el primer miembro de la ocuación, hallamos 
las derivadas parciales y sus valores on el punto M: 


(4) 


Fx =3yz, (Fx) = —302, 
Fy =32xz, (Fydu=0, 
F¿=32xy—322, — (P2y= —3a?. 
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Aplicando las fórmulas (3) y (4), obtenemos: 
— 302 (z —0) +0 (y —a) —30? (24 a) =0, 
o sea, 2+2+a4a=0, ecuación dol plano tangente, 
z—(0 1% E za 
— Ba? 0 — —30%.' 


O Sea, Pa , €cuaciones do la normal. 

1981. Escribir las ecuaciones de los planos tangentes y las de 
las normales a las siguientes superficies en los puntos que se 
indican: 

a) al paraboloide de revolución z = x2+ y?, en el punto (1; — 2; 5); 

b) al cono Z+ LA =0, en el punto (4; 3; 4); 

c) a la esfera x* + y3 4 2? =2/?z, en el punto (r cosa; fisena; RR). 

1982. ¿En qué punto del elipsoide 

q3 y2 32 
Cr 
la normal forma ángulos iguales con los ejes coordenados? 

1983. Por.el punto M (3; 4;12) de la esfera zx? + y? + 22 = 169 
pasan planos perpendiculares a los ejes OX y OY. Escribir la 
ecuación del plano que pasa por las tangentes a las secciones que 
originan aquéllos, en el punto común M. 

1984. Demostrar, que la ecuación del plano tangente a la 
superficie central de 2” orden 


axr?14 by + c2?=k 
en su punto M (Zo, Yo, Zo) tiene la forma 
AZoT + dbyYoy + C2p2 = K. 


1985. Dada la superficie x?4- 2y4?+4+- 322 =21, trazar a ella pla- 
nos tangentes que sean paralelos ai plano + 4y-+ 6z2=0. 
1986. Dado el elipsoide 


q yl ¿2 
ata ta h, 


trazar a él planos tangentes que intercepten en los ejes coordena- 
dos segmentos de igual longitud. 

1987. Hallar en la superficie z2+y?—2?—2x=0 los puntos 
on que los planos tangentes a ella sean paralelos a los planos 
coordenados. 

1988. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie 
zyz-=m* forman con los planos coordenados tetraedros de volumen 
constante. 
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_1989. Demostrar, que los planos tangentes a la superficie 
Vi+Vy+Vz =Va inlercoptan en los ejes coordenados segmen- 
tos, cuya Suma es constante. 

1990. Demostrar, que el cono 
ql y2 23 
CN a 
y la esfera 


bel y2  p2 
O a 
son tangentes entre sí en los puntos (0, + 6, c). 

1991. Se llama ángulo entre dos superficies cn el punto de su 
intersección, al ángulo que forman los planos tangentes a dichas 
superficies en el punto que se considera. 

¿Qué ángulo forman en su intersección cl cilindro x?4y?= R* 
y la esfera (1—.R)?+y?*+2?=R? en el punto M(>5; pS. 0)? 

1992. Se llaman ortogonales las superficies que se cortan entre 
sí formando ángulo recto en cada uno de los puntos de la línea 
de su intersección. 

Demostrar, que las superficies 124 y? + 22 = r? (esfera), y =x tg 
(plano) y 2?=(1*+ y?) tg? p (cono), que son superlicies coordenadas 
del sistema de coordenadas esféricas r, p, y, son ortogonales entre sí. 

1993. Demostrar, que todos los planos tangentes a la superficie 


cónica z=xf (4) en su punto M (xo, Yo, zo), donde 2p¿>40, pasan 
por el origen de coordenadas. 
1994*. Hallar las proyecciones del elipsoide 
2 y 23—3y—1=0 
sobre los planos coordenados. 
1995. Demostrar, que la normal, en cualquier punto de la super- 
ficie de revolución z=f ( Y 12 + y?) (f"50) corta a su eje de rotación. 


$ 12, Formula de Taylor para las fanclones de varlas 
varlables 


Supongamos que la función f(x, y) tiene en un entorno del punto (a, b) 
derivadas parciales continuas hasta ol orden (r-+4) inclusive. Entonces, 
en este entorno so verifica la fórmula de Taylor: 


f(x, y)=f (a, b)+ =T [f (a, 0) (220) +f; (a, (y —b)] + 
+3r [fis (a, 0) (2—a)2 4 2f;,,, (a, d) (z—a) (y —b) +15, (a, d) (y —d?)+ --- 


ct [6 +03] atra 
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donde 


Ra (2, y) = + [ a) — — + (y — nj > 
Xfla4+0(2—8a), 5+8(y—b]  (0<0<1Í). 


En otras notaciones: 


Ho+h, y+k)=] (2, 0+< — Vefy tz, nn a Nitsr 7 (Af (E Y + 


OS 
4 +1 


+2, (2, Y) Ef (e, MA + [A "e + 
0 
+ an le == 


JU 1 (24-0h; y +08), (2) 
o bien, 


Aj (2, y)=di (2, V+=> Pila y+... 


Hr a) Ar (40 y 40%). (3) 


En el caso particular en que a==b==0, la fórmula (1) recibe el nombre 
de fórmula de Maclaurin. 


SERIA análogas son válidas para las funciones de tres y más va- 
riables 

Ejemplo. Hallar el incremento que recibe la función f(z, n= 
ao ld al pasar do los valores z=1, y==2, a los valores 1, =1-+%, 
y =24+*k 

Solución. Il incremento quo se busca puede encontrarse aplicando 
la fórmula (2). Calculamos previamente las derivadas parciales sucesivas 
y sus valores on el punto dado (1, 2): 


f;, (2, y) =3294 3y, f (1; 2)=3-14+3-2=9, 
f; (2, y) == —6y3+3z, f;, (4; 2) = —6-443-4= —21, 
Pg (5, y)=6z, fi. (4; 2)==6:1=6, 
Ley (5, y) =3, Py 45 2)=3, 
Hijy (2, y) = —12y, fo, (1; 2) =—12.2= —24, 
Lxxx [Er Y) =6, pus, (1; 2)=6, 
Fxsy (2, Y) =0, fi, (5 2) =0 
yyy (2, Y) =0, Fxzyy (15 2)=0, 
Fijyy (Es y) —12, Fey (5 2) =—12. 


Todas las derivadas siguientes serán idénticamente iguales a cero. 
Poniendo los resultados obtenidos en la fórmula (2), obtenemos: 


ato y) =/(1+h, 24+k)—f(1, 29=h- ee 
+ Un. 6+2hk- 341820) +7 y 11%-6+-31%k.04 348-058 (—12)]= 
0h —21k +3/%+3hk — 4218 + h9—2K6, 
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1996. Desarrollar f(x+%A,y+*%X) en potencias enteras y posi- 
tivas de h y k, si 


Fx, y) =0%* + 2bay + ey. 

1997. Desarrollar la función f(x, y) = —2*4 2xy + 3y?—6x— 
a por la fórmula de Taylor en un entorno del punto 
(—2; 1). 

1998. Hallar el incremento que recibe la función f(x, y) = x*y 
al pasar de los valores 2=: 1, y=1 a los valores 


a=t+h, y=1+*. 
1999. Desarrollar la función 
f(x, y, 2) =3=y*+4 234 2xy —yz—4t— 3y—z+4 


por la fúrmula de Taylor en el entorno del punto (1; 1; 1). 
2000. Desarrollar f(z+h,y+k,z+1l). en potencias enteras 
y positivas de h, le y l, si 


iz, y, 2) =23* +y?* 4 22 —2xy — 212 —2yz. 


2001. Desarrollar por la fórmula de Maclaurin, hasta los tér- 
minos de 3” orden inclusive, la función 


fix, y) = e sen y. 


2002. Desarrollar por la fórmula de Maclaurin, hasta los térmi- 
nos de 4” orden inclusive, la función 


f(x, y) =c0s 7 COS y. 


2003. Desarrollar por la fórmula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; 1) hasta los términos de 2” orden inclusive, la función 


f(x, y)= y”. 


2004. Desarrollar por la fórmula de Taylor, en un entorno del 
punto (1; —1) hasta los términos de 3” orden inclusive, la función 


f(x, y) =e*%", 
2005. Deducir las fórmulas aproximadas, con exactitud hasta 


los términos de 2” orden, con relación a las magnitudes a y P, 
para las expresiones 


a) arotg FER; hy AE 


si Ja] y |B) son pequeños en comparación con Í. 
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2006*, Aplicando la fórmula de Taylor, hasta los términos 
de 2? orden, calcular aproximadamente: 


a) Y 1,03; Y 0,98; hb) (0,9532, 


2007. Sea z una función implícita de x e y, determinada por 
la ecuación z*-—2724-y=0, que toma el valor z=1 cuando xz=1Í 
e y=1. Escribir varios términos dcl desarrollo de la función z 
en potencias crecientes de las diferencias z—1 e y—1. 


S 13. Extremo de una funcion de varias varlables 


17. Definición de extremo do una función. So dice que 
unha función f(x, y) tiene un máximo (o ur minimo) f (a, b) en el punto 
P (a, b), si para todos los puntos ¿” (zx; y) diferentes de P, de un entorno 
suficientemente pequoño del punto P, se cumple la desigualdad f(a, db) > 
>f(z, y) (o, respectivamente, j (a, bd) < f (2, y)). El máximo o minimo de una 
función recibe también el nombre du extremo de la misma. Análogamente 
se determina el extremo de una función de tres o más variablos. 

27. Condiciones necesarias ara la existencia de 
extremo. Los puntos, en que la función diferenciable f(x, y) puode alcan- 
zar un extromo (es decir, los llamados puntos estacionarios), se hallan resol- 
viendo ol sistoma do ecuaciones 


f.(z, y) =0, f,(z, y) =0 (1) 


(condiciones necesarias para la existencia de oxtremo). El sistema (1) 0s equi- 
valente a una ecuación ef (x, y) =0. En el caso general, en el punto extremo 
P (a, b) do la función f (z, y), o no existo df (a, b) o bien df (a, b)=0, 

3%, Condiciones suficientes para la existencia de 
extromo. Sea P (a, b) un punto estacionario de la función f(x, y), es decir, 
df(a, b)=0. En este caso: a) si d3/ (a, b) < 0, siendo d13-dy2>0, f (a, b) 
es un mázimo de la función f(x, y); b) si d2f (a, b) >0, siendo d12+ dy? > 0, 
f(a, b) es un mínimo de la función f(x, y), ec) si def (a, b) cambia de signo, 
la b) no os punto extremo de la función f (z, y). 

Las condiciones citadas equivalen a las siguientes: sea f_(a, b)= 
=f,(a, d)=0 y A= fo, (a, 9), B=fz,(a, d), C=]J,, (2, 5). Formamos el dis- 
erinuinante 

A = AC — B?. 


En este caso: 1) si A>0, la función tieno un extremo on el punto 
P (a, b) y éste es un máximo, si AO (o C<0), y un mínimo, si 4>0 
(o SO: 2) si A <O, en el punto P(a, b) no existe extremo; 3) si A=x0, 
la existencia de extremo de la función en el punto 2P (a, b) queda indeter- 
minada E necesario continuar la invostigación). 

4“, Caso de funciones de muchas variables. Para las fun- 
ciones de tres o más variables, las condiciones necesarias para la existencia 
de extremos son análogas a las condiciones del párrafo 1”, (1), y las con- 
diciones suficientes, análogas a las del párrafo 3, a), b) y €). 


Ejomplo 1. Averiguar los extremos de la función 
2=28-4 3xy2— 157 —12y. 
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Solución. Hallamos las derivadas parciales y formamos el sistema 
de ecuaciones (1): 


07 e ¿E Lao 
57 = 02 +3Jy 15=0 Y = Bzy 12 =0 


a bien, 


224 y25=0, 
xy —2=0. 
Resolviendo este sistema obtenemos cuatro puntos estacionarios: 
P/(112 Po(2 1) Pgl—1t; —2), Pr(—2; —1). 
Hallamos las derivadas de 2” orden 
Pag Pq 
dx? *" 0x2 8y " ay 
y formamos el discriminante A=AC-—¿P? para cada uno de los puntos esta- 
cionarios. 


927 927 
1) Para el punto P,: A (= m 6, B (a 7) 12, € 


2 
= (5), =8, A=4C-— B9=36—144<0. Es decir, en el punto P, no hay 
1 


extremo. 

2) Para ol punto Py: 412, B=6, C=12; A=144—367>0, 4>0. En 
el punto 22 la función tiene un mínimo. Este minimo es igual al valor 
de la función cuando x=2, y=14: 


Emp =8+6—30—12= —28. 


3) Para el punto Py: A=-—6, B=-12, C=—6; A=36—144<0. 
No hay extremo. 

4) Para el punto P,¿: A=—12, B=—6, C=--12; A=144—36 > 0, 
A<_0. En el punto 2, la función tiene un máximo. Este máximo es igual a 


24 =—8—6430412=28. 


5 Extremo condicionado. Se llama extremo condicionado 
do una función f(x, 2), en el caso más simple, al máximo o mínimo de esta 
función, alcanzado con la condición de que sus argumentos estén Jigados 
entre sí por la ecuación q(zr, y)=0 (ecunción de enlace). Para hallar el ex- 
tremo condicionado de la función f (zx, y), con la ecuación do enlace q (1, 2) =0, 
se ¿ormaá la llamada función de Lagrange 


Pre, y = (2, Y +A-Q(2, y), 


donde A cs un multiplicador constante indeterminado, y se busca ol extremo 
ordinario do esta función auxiliar. Las condiciones necesarias para que luya 
un extremo se reducen al sistema de tres ecuaciones 


oF 0 KA a 0 
q da dr 
Fo Y (2) 
Y — dy al dy O, 
q (z, y)=0 


con tres incógnitas, z, y, 4, de las que, en general, se pueden deducir éstas, 
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El problema de la existencia y el carácter del extremo condicionado se 
resuelve sobre la base del estudio del signo quo tiene la segunda diferencial 
de la función de Lagrango 


g3F 02F gaF 
def (x, y) E dz +2 dz dy dx dy Tar Y 


para ol sistema de valores do z, y, Á que investigamos, obtenido de (2), 
con la condición de que dz y dy estén relacionados entre sí por la ecuación 


0 9 
q tr 7 dy=0 (d22+dy? + 0). 


Precisamente, la función f(x, y) tendrá un máximo condicionado. si d2F < 0, 
y un mínimo condicionado, si d2FP >0. En particular, si el discriminante 
A edo la función F (x, y) en el punto cstacionario es positivo, en este punto 
habrá un máximo condicionado de la función f(x, y), si A<0 (o C<O0), 
y un mínimo condicionado, si A>>0 (o C'>0). 

Análogamente se hallan los extremos condicionados de las funciones 
de tres y más variables cuando existen una o más ecuaciones de enlace 
(cuyo número dehe ser menor que el de variables). En este caso. hay que 
incluir en la función de Lagrango tantos multiplicadores indeterminados 
como ecuaciones do enlace haya. 

Ejemplo. 2. Hállar los extremos do la función 


3=6—¿ár—3y, 
con la condición de que las variables z e y satisfagan a la ecuación 
zi yi=1, 


Solución. Geométricamonto, ol problema sv. reduce a encontrar los 
valores máximo y mínimo de la cota 2 del plano z=6—úáz--3y para sus 
puntos deu intersección con el cilindro 224 y2=.1. 

Formamos la función de Lagrango 


F(z, y)=6—42—3y +» (22 +y21). , 


Tenemos, = = —4+24z, 2 == —3-+24y. Las condiciones necesarias pro- 
porcionan ol sistema de ecuaciones 
Í —47424x 0, 
y —34+21y=0, 
Usi4yl=1, 
rosolviendo ol cual, encontramos: 
E A E + 
9. A Y—= 5 
y 
5 4 3 
ds o e O 
Como 
oeP o2p 92F 
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tenemos 
d3F = 21 (d22 4 dy?). 
as 5 4 3 Del 
Si AR gus Tun e y==p> entonces, d*F >> 0, y, por consiguionte, en este 
punto la función tiene un mínimo condicionado. Si A= - E Pos e 


3 ud sl 
Y entonces, 42F < 0 y, por consiguiento, en este punto la función 


tione un máximo condicionado. 
De esta forma, 


18 , 9 
Zmáx.=8 a To =11, 
16 9 


función, diferenciablo cn una región acotada y cerrada, alcanza su valor 


+— 


6% Máximo y mínimo absolutos de la "función. Toda 
0 


Fig. 70 


máximo (mínimo), o en un punto estacionario, o en un punto de la frontera 
de la región. 
Ejemplo 3. Determinar los valores máximo y mínimo de la función 


2=x314 pay 2+y 
en la región 
z<O0, y <0, TA Y 23, 


Solución. La región indicada es un triángulo (fig. 70). 
1) Hallamos los puntos estacionarios: 


(2 ¿m2r—y+1=0, 
Ll 2, => 2y —12+1=0; 


de donde =-— tf, y = —1; obtenemos el punto M(—1; — 1). 

En el punto M el valor de la función es za =—4. No es necesario 
investigar si hay extremo. 

2) Examinamos la función en la frontera de la región. 

Cuando z=0, tenemos que ¿=y?+y, y el problema se reduce a buscar 
el máximo y mínimo absolutos de esta función de un argumento en el 
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segmento —3<y<0. Al hacer esta investigación, hallamos que 
máx. abs.) xq 6 en el punto (0; — 3) y Runin. A = ES en el pun- 
to (o; q 

: 2 


Cuando y=0, obtenemos que zm=zx2-+-x. Anúlogamento hallamos, que 
(máx. ans. Jy=09 =6 €n el punto (—3; 0) y (Zmín. apo.) yo = — = en el punto 
do 
(=+:0) 
Cuando z+y=-—-3 0 bicn y=-—3-—ax, tendremos que z=3x249z-+ 6. 
Análogamente hallamos, que (Zm5n. abs. de+y=-3 = E en cl punto ( => 
3 A 
=>) : mar abs. x+y="3 =Ú coincide con (Zmáx. aba lea y con 


(máx. abs.) y=o: En la recta + y=-—3 se podría hacer la investigación de 
la existencia de extremo condicionado sin recurrir a la función de un solo 
argumonto. 

3) Comparándo todos los valores de la función z obtenidos, llegamos 
a Ja conclusión do que Zmsr ap, =8 en los puntos (0; —3) y (—3; 0) y 


2mín.aps. == —1 on el punto estacionario M. 


Investigar si tienen extremos las siguientes funciones de dos 
variables: 


2008. z=(1-—1)? + 2y?. 

2009. 2=(x—1)?— 2y?, 

2010, 2=23*4+zy + y? — 2r—y. 

2011. z=x2y* (6—x—y) (1>0, y >0). 
2012. z=214 y*— 22 + 4xy — 2y?. 

. a ya 
2013. 2=xy Y/ 1-5 
2014. 2=1- (34 y?)%3, 

2019. 2=(132+ y?) e 02+2, 
SEE e 
Vi+2+y 
2016.1. == + + y (>0, y >0). 
2016.2. z =e*Y (1? —2y?). 
Hallar los extremos de las funciones de tres variablos:: 
2017. u=x24 y? +4 22—zxy + x— 22. 


2 


2018. u=x HEAT E>/, y>0, z>0). 
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Hallar los extremos de las funciones z, dadas de forma im- 
plícita: 

2019*. 224 y? 4 2*— 2x3 44y —6z—11 =0. 

2020. 12 —y?—3x+44y+232+2-8=0. 

Determinar los extremos condicionados de las funciones: 

2021. z=xy, si r+y=1. 

2022. z=x+2y, si 22 + y?=05. 

2023. 2=x*+g?, si PA =l1 


2024. z=cos?* x + cos? y, si yi=-+. 


2025. u=zx—2y+2z, si 224-y24-22=09, 
2026. u=x?* 4 y?+2*, si + Er =1 (a >b>c>0). 


2027. u=xy?B, si 4 y+2=12(2>0, y >0, 2>0). 
2028. u= zxyz con. las condiciones: 21+y.+2=5, 


y +yz+zx=8. 
2029. Demostrar la desigualdad 

2EYEs > Y yz, 
sixz0, y>0, 270. 


Indicación. Buscar ol máximo de la función u=xyz con la condi- 
ción do que 2+y+2*=8. 


2030. Determinar el máximo absoluto de la función 
z=1+x+2y 
en las regiones: a) z>0,y>0, 14+-y<1;b)x>0,y<0, 2—y<1l. 
2031. Determinar el máximo y minimo absolutos de las fun- 
ciones: a) z=x3*y y b) z=x*—y? en la región 22+y?<1. 
2032. Deterntinar el máximo y minimo absoluto de la función 
z =senz +sen y + sen(z+y) en la región OS, O<y< + 
2033. Determinar el máximo y mínimo absoluto de la función 
2=x+y—3xy en la región 0<r<2, —1<y<2. 


$ 14. Problemas de determinación de los maximos y minimos 
absolutos de las funciones 


Ejemplo 1. Hay que dividir un número ontero a en tres sumandos 
no negativos de manera que el producto de éstos seca máximo. 

Solución. Sean los sumandos quo se buscan x=, y, a—z—y. Busca- 
mos el máximo absoluto de la función f (2, y) =xy (a—x— y). 


16—10180 
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2036. Entre todos los triángulos de perímetro igual a 2p, ha- 
llar el que tiene mayor área. 

2037. Hallar el paralelepípedo rectangular de área S dada, que 
tenga el mayor volumen posible. 

2038. Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, cuya suma sca la menor posible. 

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (z, y) Lal, 
que Ja suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres 
rectas, 2=0, y=0, z—y-W-1=0, sea la menor posible. 

2040. Hallar el triángulo de perimetro 2p dado, que al girar 
alrededor de uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041. En un plano se dan tres puntos maleriales P,(z,, yy), 
Po (t2, Y2) y PzlZs, Ya), cuyas masas respectivas son M;,, Ma Y Ma. 
¿Qué posición deberá ocupar el punto P (x, y) para que el momento 
cuadrático (momento de inercia) de esto sistema de puntos, con rela- 
ción a dicho punto P (es decir, la suma m,P,P? 4+- m¿P,P* 4 maP¿P?) 
sea el menor posible? " 

2042. Hacer pasar un plano por el punto M (a, b, c) que forme 
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepípedo rectanrular 
que tenga el mayor volumen posible. 

2044. Calcular las dimensiones exteriores que deberá toner uni 
cajón rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare- 
des Ó y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

2045. ¿En qué punto de la elipse 


EA 
la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el triángulo 


de menor área? 
2046*. Hallar los ejes de la elipse 
91? 4 8xy + 5y? =9. 

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie 
total sea máxima. 

2048. Los cursos de dos ríos (dentro de los límites de una 
región determinada) representan aproximadamente una parábola, 
y=x*, y una recta, z—y—2=0, Hay que unir estos ríos por 
medio do un canal rectilíneo que tenga la menor longitud posible. 
¿Por qué puntos habrá que trazarlo? 


2049. Hallar la distancia más corta del punto M(1, 2, 3) a la 
recta E 


e - o o 


16+ 
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Por el sentido que tienc vol problema, Ja función f(x, y) 8e examina 
dentro del triángulo cerrado 2 >0, y >0, z+y <a (fig. 74). 
Rosolviendo el sistema 


Ey tz, y) =y(la—2—y)=0, 
| t., (a, y) = z (a —z—2y) =0, 
obtenemos para el inlerior del triángulo un solo punto estacionario 
($: 7) . Para él comprobamos si se cumplen Jas condiciones necesarias. 
Tenemos 
Fox (0, Y) —2Y, Fey (ns y)=4—22— dy, — fiy (2, y)=—2z. 


XxX 
+)= S 


a 
J'or consiguiente, A=77.. (+. 3 3% 
, a ay 1 
B=ty (> 7) == 30 
=u (E. += A 
C=fulg: 3] 3g0y 


Es decir, la función tieno máximo en e) punto ($: +) ; 


Y 
(0;a) 


x (a,0y * 
Fig. 71 


Como en el contorno del triángulo la función f(x, y)=0, este máximo 
será el máximo absoluto de dicha función, es decir, el producto será máximo 


a F . . dá . 
cuado r= y =0=12=Y ==37 y el valor máximo del mismo scrá igual 
03 

Observación. Este problema podría haberse resuelto también por el 
múlodo del extremo coudicionado, buscando el máximo de la [unción u = zyz 


con la condición de que r+y+2=4. 


2034. Entre todos los paralclepípedos rectangulares de volumen 
V dado, hallar aquél cuya superficie total sea menor. 

2035. ¿Qué dimonsiones deberá tener un baño abierto, de volu- 
men V dado, para que su superficie sea la menor posible? 


a 
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2036. Entre lodos Jos triángulos de perímetro igual a 2p, ha- 
llar el que tiene mayor área. 

2037. Hallar el paralelepípedo rectangular de área S dada, que 
tenga el mayor volumen posible. 

2038. Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos, Cuya suma sea la menor posible. 

2039. En el plano XOY hay que hallar un punto M (zx, y) Lal, 
que la suma de los cuadrados de sus distancias hasta las tres 
rectas, 2=0, y=0, z—y+1=0, sea la menor posible. 

2040. Hallar cl triángulo de perímelro 2p dado, que al girar 
alrededor de uno de sus lados engendre el cuerpo de mayor volumen. 

2041. En un plano se dan tres puntos materiales Pi, (x,, y;), 
P3(tz2, Ya) y P3l(%3, Ya), cuyas masas respectivas son M,, Mz Y Mg. 
¿Qué posición deberá ocupar el punto P (zx, y) para que el momento 
cuadrálico (momento de inercia) de este sistema de puntos, con rela- 
ción a dicho punto P (es decir, la suma m,P,P? + m¿P¿P? + m¿P¿P?) 
sea ol menor posible? 

2042. Hacer pasar un plano por el punto M (a, b, c) que forme 
con los planos coordenados un tetraedro que tenga el menor 
volumen posible. 

2043. Inscribir en un elipsoide un paralelepípedo rectangular 
que tenga el mayor volumen posible. | 

2044, Calcular las dimensiones exteriores que doberá tener un 
cajón rectangular abierto, del que se dan el espesor de las pare- 
des Ó y la capacidad (interior) V, para que al hacerlo se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

2045. ¿En qué punto de la elipse 


q2 ya 
ati! 


la tangente a ésta forma con los ejes coordenados el triángulo 
de menor área? j 
2046*. Hallar los ejes de la elipse 
51? + 8xy + 5y?=9. 

2047. En una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie 
total sea máxima. 

2048. Los cursos de dos ríos (dentro de los límites de una 
región determinada) representan aproximadamente una parábola, 
y=x*, y una recta, z—y—2=0. Hay que unir ostos rios por 
medio de un canal rectilíneo que tenga la menor longitud posible. 
¿Por qué puntos habrá que trazarlo? 

2049. Hallar la distancia más corta del punto M(1,2,3) a 1 
recta pa 


[6 * 
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. :2050%. Los puntos A y B están situados en diferentes medios 
ópticos, separados el uno del otro por una linea recta (fig. 72). 
La velocidad de propagación de la luz en el primer medio es 
igual a v,, en el segundo, a va. Aplicando el «principio de Fermat», 
según el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la línea 
AMB, para cuyo recorrido necesita el mínimo de tiempo, deducir 
la ley de la refracción del rayo de luz. 


A 


A, jc B, 
1 
Fig. 72 Fig.73 


2051. Aplicando el «principio de Fermat», deducir la ley de la 
reflexión del rayo de luz de un plano.en un medio homogéneo (fig. 73). 

2052*. Si por un Circuito eléctrico de resistencia If pasa una 
corriente I, la cantidad de calor que se desprende en una unidad 
de tiempo es proporcional a J?R. Determinar, ¿cómo habrá 
que distribuir la corriente I en Jf,, f2 e fz valiéndose de tros 
conductores de resistencias £t,, Jo, y Fitz, respectivamente, para 
conseguir que el desprendimiento de calor sea mínimo? 


S 15. Puntos singulares de las curvas planas 


4% Definición de punto singular. Un punto M (25, yo) de 
una curva plana f(x, y) =0 se llama punto singular, si sus coordenadas satis- 
facen Simultáneamente a las tres ecuaciones: 


$ (Zo, Yo) =0, fx (Zo Yo) =0, fu (to, Yo) =0. 


2. Tipos principalos de puntos singulares. Suponga- 
mos que en el punto singular M (to, yo) las derivadas de 2? orden 


A= fx (Zo, Yo), 
B= fxy (Zo, Yo)» 
C= fuy (Zo: Yo) 


mo son todas iguales a cero y que 
A =AC—B?, 


Puntos singulares de las curvas planas 


en este caso tendremos: 
a) si A>0, M será un punto aislado (fig. 74); 
b) si A<O, M será un punto crunodal (punto doble) (fig. 75): 


Fig.74 Fig. 75 


245 


c) si A=0, M puede ser un punto de retroceso de 11 especie (fig. 76) o de 
2a especie (fig. 77), Oo un punto aislado, O punto doble con tangentes coinci- 


dentes o tacnodo (fig. 78). 


y 


M 


Fig.76 Fig. 77 Fig. 78 


Al resolver los problemas de este apartado, se considera obligatoria la 


construcción de las curvas. 


Ejemplo 4. Demostrar, que la curva y23=ax2+x3 tiene: un punto 
crunodal, si 4>>0; un punto aislado, si «<0 y un punto do retroceso de 


18 especio, si a=0. 


Solución. En este caso f (x, y) =a12Y+29-y3, Hallamos las derivadas 


parciales y las igualamos a cero 
fe(z, y) = 2az+312=0, 
ty (2, y) = —2y=0. 


Este sistema tiene dos soluciones: 0 (0; 0) y N (-5 a, 0) , pero 


denadas del punte N no satisfacen a la ecuación de la curva dada. 


hay un solo punto singular 0 (0; dd: 
Hallamos las segundas derivadas y sus valores en el punto O; 


fa (2, y)=2a+6x, A=da, 
Íxy (2, y) =0, B=0, 


Fui (2, y) =—2, C=-—2, 
A=AC-— Bb? —4a. 


las coor- 
Es decir, 
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lor consiguiente, 

Si a>0, AO y el punto O será ua punto crunodal (fig. 79); 

Si a<0, A>0 y el punto O será un punto aislado (fig. 80); 

Si a=0, A=9. La ecuación de la curva en este caso será y2=z3 o hion 
y=+ Y z3, dondo z>0; la curva es simétrica con respecto al eje OX, que 


y 
a» 
0 A 
Fig. 79 Fig. 80 Fig. 81 


es tangente a la misma. Por consiguiente, el punto M será un punto de 
retroceso de 12 especie (fig. 81). 


Determinar el carácter de los puntos singulares de las curvas 
siguientes: 


2053. y? -- —at4 a, 

2054. (y —212%= 13, 

2095. ay? =atxt— a, 

2056. x*y*— 1? — y? =0. 

2057. 124 y8—3axy =0 (folium de Descartes). 
2098. y (a—x)=x? (cisoide). 

2059. (12 4 y?) = 0? (1?— y?) (lemniscata). 

2060. (a+=x)y? =(a—x) x? (estrofoide). 


2061. (12 + y?) (1—a)? = bx? (a >0, b>0) (concoide). Examinar 
tres casos: 

1) a>)b, 2) a=b, 3) a< bd. 

2062. Determinar cómo varía el carácter del punto singular 
de la curva y?=(2—a) (x—b) (x—c) en dependencia de los valores 
de a, b y c(a<b<c son reales). 
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S 16. Envolvente 


1% Definición de la envolvente, £navulvente de una familia 
de curvas planas se llama a la curva (o al conjunto de curvas) tangente 
a todas las líncas de dicha família, adumás cada uno de sus puntos tiene 
contacto con alguna de la líneas de la familia que se examina. 

2%, Ecuación de la envolvente. Si una familia do curvas 
dependiente de un parámetro variable «a 


f(x, y, a) =0 


tiene envolvente, las ecuaciones paramétricas «de ésta se determinan por 
medio del sistema de ecuaciones 


f(z, y, a.) =0, 


Ua (z, y, a)=0. (1) 

Eliminando el parámetro a del sistema (1), obtendremos una ecuación de 
la forma 

D (x, y) =0. (2) 


Debe advortirse, que la curva (2), obtonida formalmente, llamada curva 
discriminante, además de la envolvonte, si ósta existe, puede contener lugares 
AS de puntos singulares de la familia dada, que no forman parte 

c la envolvonto de la misma. 
dé Al resolver los problemas de esto parágralo, se recomienda hacer los 
¡bujos. 
Ejemplo t. Tlallar la envolvente de la familia de rectas 


z cos a+ y sona —p=0 (p=const., p >0). 


Solución. Esta familia de rectas dependo del parámetro a. Forma- 
mos ol sistema de ecuaciones (1) 


Tcosa+ysina—p=0, 
— í Sen a + y cos a =0. 


Resolviendo este sistema con respecto a z e y, obtenemos las ecuaciones 
paramótricas de la envolvente 


I=pPC080%, Y=pS$0Na. 
Blevando ambas ecuaciones al cuadrado y sumándolas, eliminamos el pará- 
metro «a: 
24 y2= p?, 


Es decir, la envolvente de esta familia de rectas es una circunferencia 
de radio p con el centro en el origen de coordenadas. La familia de rectas 
dada es, a su vez, la familia de tangentes de esta circuuferencia (fig. 82), 


2063. Hallar la envolvente de la familia de circunforencias 
(rat +y= E. 
2064. Fallar la envolvente de la familia de rectas 


P 
y = kx + 073 
(k es un parámetro, p==consl). 
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2065. Hallar la envolvente de la familia de circunferencias de 
radios iguales a R, cuyos centros se encuentran en el eje OX. 


2066. Hallar la curva que envuelve a un segmento de longi- 
tud ¿, cuando sus extremos resbalan por los ejes de coordenadas. 


1) 


0 X 


Fig. 82 Fig. 83 


2067. Hallar la envolvente de la familia de rectas que forman 
con los ejes de coordenadas triángulos de área constante $. 
2068. Hallar la envolvente de las elipses de área constante $, 
cuyos ejes de simetría coinciden. 
69. Averiguar el carácter de las curvas discriminantes de las 
familias de curvas siguientes (C es el parámetro): 


2) y=(x—C)? (parábolas cúbicas); 

hb) y? =(x-—C)* (parábolas semicúbicas); 
c) y =(x—C)y? (parábolas de Neil); 

d) (a+) (y —C)* = x? (a—x) (estrofoides). 


2070. La ecuación do la trayectoria que sigue un proyectil 
lanzado desde el punto O, con la velocidad inicial vo y formando 
un ángulo «a. con el horizonte (prescindiendo de la resistencia del 
aire), es 
gal 
y=ziga—>373 cos? q, * 

Tomando el angulo a como parámetro, hallar la envolvente de 
todas las trayectorias del proyectil situadas en un mismo plano 
vertical («parábola de seguridad») (fig. 83). 
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S 17. Longitud de un arco de curva en el espacio 


La diferencial del arco de una curva en el espacio en coordenadas carte- 


sianas rectangulares es 
ds= Y d124-dy3+d23, 


donde z, y, z, son las coordenadas variables del punto de la curva. 
Si 
=x(t), y=y(t), zz (2) 


son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud del 
arco en el intervalo comprendido ontro t==t, y ¿=> será 


AVDA 


Hallar la Jongitud de los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071 —2076: 


2071. z=t, y=*?, ¿== desde ¿=0 hasta t= 2. 


I 


2072. z=2c08t, y=2sen!, 2=+t desde £=0 hasta L=1. 


2073. r=e cost, y==e sent, z=e! desde t=0 hasta un valor 
arbitrario de £. 


2074. 1 =>, 1=E desde z=0 hasta z=6. 


2075. 22=3y, 2xy =9z desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto 
M (3,352). ': 

2076. y=aarcsenZ, ¿=--1n —_— desde el punto O(0; 0; 0) 
hasta el punto Mizp, Yo, Zo). 


2077. La posición de un punto en cualquier instante £(t>> 0) 
se determina por las. ecuaciones 


z=ét, y=1int, z=8?. 


Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 
t=4 y ¿=10, 


$ 18. Funcion vectorial de un argumento escalar 


1% Derivada de una función vectorial de un argu- 
mento escalar. La funcion vectorial 4 =a (t) puede determinarse dando 
las tres funciones escalares ay(t), ay(t) y az(t) de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas: 


a=4z (1) 140, (1) $44, (1) de 
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$ 17, Longitud de un arco de curva en el espacio 


La diferencial del aroo de una curva en el ospacio en coordenadas carte- 
sianas rectangulares es 


ds wr Via+ dy +d23, 


donde r, y, z, son las coordenadas variables del punto do la curva. 
Si 
=x (1), y=y(t) z=2() 


son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la longitud del 
arco en ol intervalo comprendido entre t=*, y ¿=1t2 será 


¿ ENE AAN, da y 
z Í Zz 
1 V (5) Ha) +3) = 
1 
Hallar la longitud de los arcos de las curvas que se dan en 
los problemas 2071 —-2076: 
243 


2071. 2=f, y=1%, 21==>3- desde 2¿=0 hasta ¿=2. 


2072. r=2c0sf, y=2sen í, ¿=21 desde ¿=0 hasta ¿=x. 


- 2073. z=e'cost, y=e sont, z=e' desdo ¿=0 hasta un valor 
arbitrario de f. 


2074. y=2, 2=% desde x=0 hasta z=6. 
Pr 6 
2075. 122 ="3y, 2xy =9Yz desde el punto O (0; 0; 0) hasta el punto 
M (3; 3; 2). 
2076. y=aarcsen=, 2=2In HE2 desdo el punto O(0; 0; 0) 
hasta el punto M (tp, Yo» 20). 


2077. La posición de un punto on cualquier instante t (t >> 0) 
se determina por las ecuaciones 


r=2t, y=lnt, z=8?. 


Hallar la velocidad media del movimiento entre los instantes 
t=4 y t=10. 


$ 18. Funclón vectorial de un argumento escalar 


1 Derivada de una función vectorial de un argu- 
monto escalar. La junción vectorial «¿a (1) puede determinarse dando 
las tres funciones escalares az(t), ay(() y az(t) de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas: 


a=04: (1) 440, (t) Í+ 2, (1) ke. 
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La derivada de la función vectorial «=a (t) con respecto al argumento 
escalar £ os una nueva función vectorial determinada por la igualda 


de y. 0(t-4-At)—a(t) _ daxtt) del de y 
a 


El módulo da la derivada do la función vectorial es igual a 
da -V day? , day y 2 da, y? 
EV (E) E) E) 


dt 
El extremo del radio vector variable r=>(t) describe en el espacio una 
Curva 


r=x (0 i+y4(0I+2(0k, 
que recibe el nombre de hodógrafo del vector +». 
La derivada = ropresonta de por sí un vector, tangente al hodógralo 
er el punto correspondicnto, 


ESE 
del de 
donde s es la E del arco del hodógrafo, tomada desde cierto punto 
inicial. 
En particular, =p e =1- 
Si ol parámetro t es cl tiempo, E. os el vector de la velocidad del 
dy dv 


extremo del vector », TEA + es ol vector de la aceleración de dicho 


extremo. 


2 Reglas principales para la derivación de fun- 
e voctorialcs de un argumento escalar. 


da db de. 
da a +o— aC a? 


2 3 SF (ma)= m —— qee 


e , donde m es un escalar constante; 


3) ar ] —- (pa) = ae q tear , dondo Y (¿) es una función escalar de £: 


e (ab) = Toya 


9) ARCA —Xb+a exar e 
de d 

6% 5 alg Us zx 

7) ¿do ei const, 


Ejemplo 1. El radio vector de un punto móvil, en cualquicr ins- 
tante do ticmpo, se da por la ecuación 


r=i—481Í + 31%. (1) 
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Determinar da trayectoria, la vyolocidad y la aceleración del movimiento. 
Solución. De la ecuación (1), tenemos; 
z=4, y = —4t?, 2 =3£2, 


Eliminando el tiempo t, tenemos, quo la trayectoría del movimiento es 
una línea recta 


ri y _ 2 
O ——4" 3 
Derivando la expresión (1), hallamos la velocidad del movimiento 
dr s 
dE = — 844 + 6tk 
y la aceleración dol mismo 
d27 a 
> —84 + 6tc. 


La magnitud de la volocidad es igual a 


El - VEPEE=40 01. 


Notemos, que la aceleración es constante y tiene la siguiente magnitud 
dep 


| - VENTE 10. 


2078. Demostrar, que la ecuación vectorial 
qe — P4 =— (49 — r,) 2, 


donde +, y 2 son los radios vectores de dos puntos dados, es la 
ecuación de una recta. 

2079. Detorminar, qué líneas son los hodógralos de las siguien- 
tes funciones vectoriales: 


a) r=auat-- e; 0) rr =a cost + bh sen tf; 
hb) r=at?*-+0t; d) r=acht+bsh £, 


donde, e, b y e son vectores constantes, al mismo tiempo que los 
vectores a y b son perpendiculares entre sí. 

2080. Hallar la derivada de la función vectorial a (t)= 
=a4(t) a” (t), dondo a(£) es una función escalar, mientras que 
a” (t) es un vector unidad, en los casos en que el vector e (2) 
varía: 1) solamente en longitud, 2) solamente en dirección, 3) en 
longitud y en dirección (caso general). Esclarecer el sentido geo- 
métrico de los resultados obtenidos. 

2081. Aplicando las reglas para la derivación de funciones 
vectoriales de un argumento escalar, deducir la fórmula para la 
derivación del producto mixto de tres funciones vectoriales, 
a, b y e. 
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2082. Hallar la derivada, con respecto al parámetro £, del 
volumen del paralelepípedo construido sobre los tres vectores: 

a=t++1J+8k; 

hb =211— $18; 

c= —1214 4187 ke. 

2083. La ecuación de un movimiento es 

r=3tcost+4Jj sent, 

donde t es el tiempo. Determinar la trayectoria de este movimien- 


to, la velocidad y aceleración del mismo. Construir la trayec- 
toria del movimiento y los vectores de la velocidad y de la acelera- 


ción para los instantes £=0, t=3 y t=5 ; 

2084. La ecuación de un movimiento es 

y=2ic008s t—2j4 sent +3k!1. 

Determinar la trayectoria, velocidad y aceleración de 'este movi- 
miento. ¿A qué son iguales la magnitud de la velocidad y de la 
aceleración y cuáles son sus direcciones en los instantes t=0 
y t=>3? 

2085. La ecuación de un movimiento es 

r=:1¿c03 a4cos mí + $ sen a cos wé -+- / sen wtf, 


donde a y w son constantes y £ es el tiempo. Determinar la trayec- 
toria, la magnitud y la dirección de la velocidad y la acelera- 
ción del movimiento. 

2086. La ecuación del movimiento de un proyectil (prescin- 
diendo de la resistencia del aire) es 


¿2 
y= va — Ek, 


donde vo (ox, Poy» Voz) es la velocidad inicial. Hallar la velocidad 
y la aceleración en cualquier instante. 
2087. Demostrar, que si un punto se mueve por la parábola 


y=Z, z=0 de tal forma, que la proyección de la velocidad 
sobre el eje OX se mantiene consante (5 =const.), la acelera- 
ción también se mantendrá constante. 

2088. Un punto situado en la rosca de un tornillo, que se 


enrosca en una viga, describe una hélice circular 
r=acos0, y=asenD, z=h0, 


Triedro intrínseco de una curva en el espacio 203 


donde 0, es el ángulo de giro del tornillo, a, el radio del tornillo 
y h la elevación correspondiente al giro de un radiante. Determi- 
nar la velocidad del movimiento del punto. 

2089. Hallar la velocidad de un punto de la circunferencia de 
una rueda, de radio a, que gira con una velocidad angular cons- 
tante 6, de tal forma, que su centro, al ocurrir esto, se desplaza 
en línea recta con una velocidad constante vs. 


5 19, Triedro intrinseco de una curva en el espacio 


En todo punto M(z, y, 2), que no sea singular, de una curva en el 
espacio »==r (t), se puede construir un triedro intrinseco formado por tres 
planos perpendiculares entre sí (fig. 84): 


1) el plano osculador, MM¡M>z, en el que están situados los vectores 


dr dp. 
de aa 
2) el plano normal, MMM, perpendicular al voctor — y 3) el plano 


rectificante, MM,¿Mz, perpendicular a los dos planos primeros. 


Plaro 
rectificante hormal 


| Plano 
Osculador 


Las intersecciones de estos tres planos forman tres rectas: 
1) la tangente MM; 2) la normal principal MM, y 3) la binormal MMo, 
que se determinan respectivamento con los vectores: 


1) ro (vector de la tangente); 


dr di 
ETRE 


3) N=BXT (vector de la normal. principal). 


2 B= (vector de la binormal) y 
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Los correspondientes vectores unitarios 
E A E 
EJ BI” 0 


se pueden calcular por las fórmulas 


de 
dr dt 

rra Y EOS 
ds 


Si X, Y, Z, son las coordenadas variables ¡del punto de la tangonte, 
las ecuaciones de dicha tangonte en cl punto M(zx, y, z) tendrán la forma 


Xx _ Y-uy_ 2-2 


ES ES Ty => T, (1) 
dz dy dz. E pa 
donde == Ly =p a , partiendo de la condición de perpen- 


dicularidad de la recta y el plano, obtenemos ta ecuación del plano normal 
Ta (X—2) YT, (Y —y) +72 (Z—2)=0. (2) 


Sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2) Yx, Ty y 72 Por Bx, By, B, 
y Nx. Ny Vz, obtenemos las ecuaciones du las rectas binormal y normal 
principal y, respectivamente, de Jos planos osculador y rectificante. 

Ejemplo 1. Hallar los vectores unitarivs principales 7, v y £ de la 
curva 


en el punto ¿=1. 

Escribir lag ccuaciones de la tangente, normal principal y binorinal 
en oeste punto. 

Solución. Tenemos; 


ratiti2J + Sk 
y 
dr : 
— =1t+ 213 4381, 
de 
dy é 
A JJ) - 
"TE 29 T6tk. 


De donde, para ¿=1, obtenemos: 


1 =T 1423436 


s $ JR 
B=2xÚL—l4 2 3|=6—6J 12h; 
di di? | j 
l0 2 8 
i Jk 
N=BxT=|6 -6 2 = — 22 — 163 +-18F, 


23 


p=la 
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Por consiguiente, 


44428 +3h 9 34-3J4 ko —114—84+9k 
: v14 , Y 19 , Y 22% . 


z—it y—i 2:21 
E 3 


td 


es la ecuación de la tangente, 


A a 
— -. 


O 


es la de la normal principal. nd 
Si la curva en el espacio se da como la intersección de dos superficies 


F (x, y, 2)=0, GÍz, y, z)=0, 


en lugar de los vectores = y a se pueden tomar los vectores dr(dz, 


dy, day y d2r (dix, dey, d2%7), pudiéndose considerar una de las varinbles 
z, y, z como independiente y suponer que su segunda diferencial es igual 
a Cero, 

Ejemplo 2. Escribir la ecuación del plano osculador de la circun- 
ferencía 


2+y2422=0, + y+20 (3) 


en el punto M (1; 4; —2). . 
Solución. Diferenciando el sistema (3), como siJ]x fuera variable 
independiente, tendromos: 


zdr+ydy+2d:=0, 
di+dy + ¿d2=0 


da +dy24-y dy + d2324 2:22 =0, 
dy + de: Ó, 
Poniendo =4, y=14, 2== —2, O0htenomos: 
dy = — dx; d2=0; 


; 2 a 
dy = 3 dx?, d2=-7 dx? 
Por consiguiente, el plano osculador se determina por lns vectores 
fdz, —de, 0) y fo, — de, 702) 


o bies, 
11, —1, 0; y $0, —i, 41. 
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De dondo, el vector normal al plano osculador es 


¿ Í Rk 
B=l1 —1 0 |(¡2=-—i—J—k 
O —1 4 


y, por consigruiente, su ecuación sorá 
—1 (2—1)—(y—-1)—(2+2)=0, 
es decir, 
214+y4:=0, 


como debía ocurrir, ya que nuestra curva se encuentra en este plano. 


20909. Hallar los vectores unitarios principales vt, v, f de la 
curva 
r=A—ceost, y =sent, z=1 
en el punto =>. 


2091. Hallar los vectores unitarios de la tangente y normal 
principal de la espiral cónica 


vr =e! (¿cost + J sen t + h) 
en un púnto arbitrario. Determinar los ángulos que forman estas 
rectas con el eje OZ. 
2092. Hallar los vectores unitarios principales Y, v, f de la 
curva 
y=x, 2 2e 


en el punto =2. 
2093. Dada la hélice circular 


r=acost, y=asent, z=bi 


escribir las ecuaciones de las rectas que forman las aristas del 
tetraedro intrínseco en un punto arbitrario de dicha línea. Deter- 
minar los cosenos directores de la tangente y de la normal prin- 
cipal. 
2094. Escribir las ecuaciones de los plamos que forman el 
letraedro intrínseco de la curva 


ayyy a2=6. d—y2m=4 
en el punto M (1; 1; 2). 


2095. Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano normal 
y del plano osculador de la curva 


z=t, y=t?, z=t? en el punto M (2; 4; 8). 
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2096. Hallar las ecuaciones de la tangente, de la normal prin- 
cipal y de Ja binormal en un punto arbitrario de la curva 
¡4 (3 pa 
CS USA mp 
Hallar los puntos en que la tangente a esta curva es paralela al 
plano + 3y+22—-10=0. 
2097. Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano oscula- 
dor, de la normal principal y de la binormal de la curva 
r=t, y=—i, 1=3 
en el punto t==2. Calcular los cosenos directores de la binormal 
en este punto. 
2098. Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano nor- 
mal a las curvas siguientes: 


a) 1=Rcos*t, y=Rsentcost, z=Rsent cuando pS 
b) 2=1*+y?, x=y en el punto (1; 1; 2); 
c) 22+4y2+2?2=25, z+2=5 en el punto (2; 2Y 3; 3). 


2099. Hallar la ecuación del plano normal a la curva 3 =x?*— 
—y?, y=x en el origen de coordenadas. 

2100. Hallar la ecuación del plano osculador a la curva z=ef', 
y=e*, z=1YV 2 en el punto ¿=0, 

2101. Hallar las ecuaciones de los planos osculadores a las 
Curvas: | 


a) 134 y?4+22=9, 1*—y?*=3 en el punto (2; 1; 2); 
hb) 2?=4y, x?=24z en el punto (6; 9; 9); 


c) 224 22?=a*%, y +22=b% en cualquier punto de la curva 
(Lo, Yo» Zo)- 


2102. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la curva 


yz, 12=z en el punto (1; 1; 1). 


2103. Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal 
principal y de la binormal a la hélice cónica r=1e0Sf, y =4Senf, 
z=bt en el origen de coordenadas. Hallar los vectores unitarios 
de la tangente, de la normal principal y de da binornial en el 
origen de coordenadas. 


171016 


258 Funciones de varias variables 


$ 20. Curvaturas de flexlon y de torslon de una curva en el espacio 


1. Curvatura de floxión. Se entiende por curvatura de flexión 
de una curva 0n un punto M, el número 


As»0 Ás 


donde q es el ángulo de giro de la tangente (ángulo de contingencia) en el 


segmento de curva MN, y As, la longitud del arco de osto segmento de curva. 
R se llama radio de curvatura de flexión. Si la curva se da por la ecuación 
r=>(s). donde s es la longitud del arco, tendremos 


1 1d | 

H =| dse |” 

Para el caso on que la curva se dé en forma paramétrica general, tenemos: 
dr di | 


EN á 


2. Curvátura de torsión. Se entiende por curvatura de torsión 
de una curva en el punto MM, el número 


A E lim ze : 
P  as»0 Ás 


donde 0 es el ángulo do giro de la binormal en el segmento de curva ÚN. 
La mangnitud p so llama radio de curvatura de torsión, Si r==r (s), so tiene 


dr diy d8iy 


1 _ _|d1_ ds dse “de 
po las | dy ] : 
dsi 
donde el signo menos se toma cuando los vectores E y v tionen la misma 


dirección, y el signo mús, en el caso contrario. | 
Si r=>"(t), donde t es un parámotro arbitrario, se tendrá 


dr dy d3p 
1 d ¿e di 
dt dt? 


Ejemplo 1. Jlallar las curvaturas de flexión y de torsión de la 
hélice circular 


r=ltacost+Í a sen t-Ek be (a > 0). 
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Solución. Tenemos: 
dy 


37 =—tesent4J acost4hb, 
2 
a O A 
dt 
dir 
q = —tesent—=J a cost. 
De donde 
d e í Í k 
.. x= —á sen ! acost b|=iéabsent—Í ab cos t + atk 
—acosí —esent 0 
y 
do dl — a sen i acost bh 
r r dir - 
Pe a, AO UA eo ES == 2b. 
dt ¿ae  d13 ds os ds 
asent —acost 0 


Por consiguiente, basándonos en las fórmulas (t) y (2), obtenomos: 
tz a Y a2 3 ba a 


e 


R (42452) aa 02 


í_ ab b 
p  ad(añ457) — IÓ > 


es decir, para la hólice circular, las curvaturas do flexión y de torsión son 
constantes. 
3%. Fórmulas de Frenet 


CC TA E 
ds  —R” ds rr Pa o 


2104. Demostrar, que si la curvatura de flexión es igual a cero 
en todos los puntos de una línea, ésta es una recta. 

2105. Demostrar, que si la curvatura de torsión es igual a cero 
en todos los puntos de una curva, ésta es una curva plana. 

2106. Demostrar, que la curva 

=4 + 314 28?, y =2—2t +58, 
z¿=1-—(? 

es plana; hallar el plano cn que se encuentra. 

2107. Calcular la curvatura de las líneas: 

4) z=c08Sf, y =sent, z=cht cuando t=0; 

hb) 2—y423=4, y¿—214+2=0 en el punto (1; 1; 1). 
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2108. Calcular las curvaturas de flexión y de torsión de: las 
siguientes curvas en cualquier punto: 


a) r=e!cost, y=e'sent, z=e!; 
b) z=acht, y=asht, z=at (hélice hiperbólica). 


2109. Hallar los radios de curvatura de flexión y de torsión 
de las siguientes líneas en 'ún punto arbitrario (x, y, 2): 


a) 1?= 2ay, 1% =6a?z; | 

b) 4=3p*y, 212=p | 

2110. Demostrar, que las componentes tangencial y normal del 
vector de aceleración +6 se expresan por las fórmulas 


v ya 
7% wWy = V, 


d — 
dt R 
donde v es la velocidad, R el radio de curvatura de flexión de la 
trayectoria, T y v los vectores unitarios de la tangente y de la 
normal principal a la curva. 

2111. Por la hélice circular r =%¿a tos : + J a sent + bil se mueve 
uniformemente un punto con velocidad v. Calcular su acelera- 
ción w. 

2112. La ecuación de un movimiento es 


r=ti+0j40k, 
Determinar en los instantes ¿=0 y t=4:; 41) la curvatura de 


flexión de la trayectoria y 2) las componentes tangencial y normal 
del ' vector de aceleración del movimiento. 


Vx == 


Capítulo VII 


INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS 


S 1, Integral doble en coordenadas rectangulares 


1%. Cálculo inmediato de integrales dobles. Se llama 
integral doble de una función continua f(z, y) sobre un recinto cerrado 
J acotado S del plano XOY, al límite de la suma integral doble correspon- 

iente 


iz, y dxdy= lim Li, AZAy,, 1 
| y) dz dy E 2 F (Zi, Ya) AzIAy,, (1) 
(S) máx Ay, >0 t o R 


donde Az¡==2¿44—%1, AY] = Vary — Y y la suma se extiende a aquellos valo- 
res de 1 y k, para los que los puntos (z;; ya) pertenecen al recinto S. 


Pig. 86 


22 Colocación de los límites de integración en la inte- 
de áoble. Se distinguen dos formas principales de recintos de inte- 
ración: 

a 1) El recinto de integración S (fig. 85), está limitado a izquierda y 
derecha por las rectas ==%, y =22 (22 >21), mientras que por abajo y por 
arriba lo está por las curvas continuas y=0Qy (2)(4B) e y =quí(z) (CD) 
[vo (2) >0q1(2)] cada una de las cuales se corta con la vertical =X 
(z; < zx) En un solo punto (véase la fig. 85). En el recinto S, la 
variable x varía desde x=, hasta xr y la variable y, cuando z permanece 
constante, varía entre yy=0Q (x e ya=0Q»2 (7). El ¿alculo do la integral (1) 


262 Integrales múltiples y curvilineas 


puedo realizarse reduciéndola a una integral reiterada de la forma 


| Xo  Dy(1) 
l | Hz, y) azdy—= | dz l Hz, y dy, 
(S) y p,(x) 


Polx) 
donde, al calcular fíz, y) dy, se considera z como cantidad constante. 
py (a) 


_2) El recinto de integración S (fig. 86), está limitado por abajo y por 
arriba por las rectas y:=y, 0 y=Yo2 (Y2 > y1), mientras que por la izquierda 


por la derecha lo está por las curvas continuas 2=%)y (y) (AB) y 1 = wo (y) 
(CD) [da (1) > Y (y)], cada una de las cuales se corta en un solo punto con 
la horizontal y-=Y (y, < Y < ys) (fig. 86). 

Análogamonte al caso anterior tenemos: 


Yo vais) 
Y | tte mazdy=h dy Y fa, de, 
(S) Y  v¡(w 
Val(y) 
donde, al calcular la integral | f(x, y) dz, se considera y como cantidad 
Y, (1) 


constanle. 

Si el recinto de integración no pertenece a ninguna de las formas 
anteriormente examinadas, se procura dividirlo en partes, de manera, que 
cada una de ellas corresponda a alguna de aquellas dos formas. 


Ejemplo 1. Calcular la integral 
1 Í 

J = ' dz p (x4- y) dy. 
0  x 
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Solución 


1 1 
(ar) (0) (+5) J0=3 
J y (er+ , pi 2+> 24) jar. 
Ejemplo 2. Determinar los límites de integración de la integral 


Y Y 16 Ddzdy, 
(3) 
si e] recinto do integración S (fig. 87) está limitado por la hipérbola 


y2—z22i=1 y por las dos rectas 2==2 y z=-—2 (se considera el recinto que 
comprendo al origen de coordenadas). 


Solución, El recinto de integración ABCD (fig. 87) está limitado 
por las dos rectas =—2 y x=2 y por las dos ramas de la hipérhola: 


y=V1+1B o y=—Yl+z, 


es decir, pertenece a la primera forma. Tenemos: 


] 2 V 1x7 
Y | fte mazdy=1 ds | Hz, y) dy. 
(S) =2. -V14xi 


Calcular las siguientes integrales reiteradas: 


2 1 3 5 
2113. Y dy (2? + 2y) de. 2117. Í dy | (a + 2y) dz. 
0 0 38 ya 
¿ 9 2311 a 
. dy y 
Y 2118. 1 d d 
eS 1 (24 y) * | ra? 
1 
1 A 2 3 cos y 
2145. N dol e 2119. [dp Í rsentgar. 
0 6 7 0 
2 «Y a 
e x? dy 1 y 1=x2 
2116. y de ya” 2120. y de Vo Yi y dy. 
x 0 0 


Escribir las ecuaciones de las líneas que limitan los recintos 
a que se extienden las integrales dobles que se indican más abajo 
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y dibujar estos recintos: 


2 2—yYy 3 2x 
2121. | dy N fo, y) dz. 2124. Y dl fx, y) dy. 
eb y3 ¡ 1 z 
A 3 
3 a+9 3 V25-x2 
2122. | dz | Hz, y) dy. 2125. y de | Hz. y) dy. 
1 202 0 0 
4 10=y 2 42 
2123. | dy y HE, y) dz. 2126. | de Vf (a y) dy. 
Ó Y =1 x2 


Colocar los límites de integración, en uno y otro orden, en la 
integral doble 


y | Hz, y) de dy 
(S) 
para los recintog S que a continuación se indican. 
2127. $ es un rectángulo cuyos vértices son: O' (0; 0), 4 (2; 0), 
B(2; 1) y C(0; 1). 


Fig. 88 


Ei es un triángulo cuyos vértices son: O (0; 0), A(1; 0) 
y B(1; 1). 

2129. S es un trapecio cuyos vértices son; O (0; 0), A(2; 0), 
B(1; 1) y C(O0; 1). 

2130. S es un paralelogramo cuyos vértices son: A(1; 2), 
B(2; 4), C(2; 7) y D(1; 5). 

2131. S es un sector circular OAB con centro en el punto 
O (0; 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1; 1) y B(—1; 1) 
(fig. 88). 

2132. S es un segmento parabólico recto 40B, limitado por 
la parábola BOA y por el ségmento de recta BA, que une entre 
sí los puntos B(—1; 2) y A(1; 2) (fig. 89). 
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2133. S es un anillo circular limitado por las circunferencias, 
cuyos radios son r=1 y R=2, y cuyo centro común está situado 
en el punto O (0; 0). 

2134. S está limitado por la hipérbola y?—zx*?=4 y por la 
circunferencia x?*+y?*?=9 (se considera el recinto que comprende 
el origen de coordenadas). 

2135. Colocar los limites de integración en la integral doble 


Y Y F(z, y) drdy, 


PS 


si el recinto-.S está determinado por las desigualdades siguientes: 


a) 2>0; y>0; 4 y<1l; d) y>x;1>—1; y<t; 
b) 24 y<a?; e) y <zx< y + da; 
ce) ?24y<t; D0<Sy<a. 


Invertir el orden de integración en las siguientes integrales dobles: 


12x 2a 


á 2 Viax 
2136. l del f(_, 9d. 2140. | de Ñ f(x, y) dy. 
0 E 0 V 2ax=xd 
a 1 $ 1 i-y 
2137. | dz Y f(z, y) dy. M4. dy | f (z, y) dz. 
a 2 " a 
: .S e 1 vo 
2138. y de de f(x, y) dy. 9442. | dy | f(x, y) dz. 
“a ya 
a V20x—x8 A 
2139. | da | Hx, y) dy. 
a 3 
3 
RV2 PA 
=> pa R Y R3—x12 
2143. Ñ do fa, y) dy+ Y de Y Fey dy. 
d 0 RV2 0 


2144. ¡de | fíz, y) dy. 


Calcular las siguientes integrales dobles: 
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Ne) 


2145. | l zdxdy, donde S es un triángulo cuyos vértices son 
(8) 
O (0; 0), A(1; 1) y B(0; 1). 
2148. | | z dx dy, donde el recinto de integración S está limi- 
(S) 
tado por la recta que pasa por los puntos 4 (2; 0), B(0; 2) y por 


Fig. 9 Fig. 91 


el arco de circunferencia de radio 1 que tiene su centro en el 


punto C(0; 1) (fig. 90). 


2147. l VR donde S es la parte del círculo de 
e Val— aim y? 


radio a, con centro en el punto O(0; 0), situado en el primer 
cuadrante. 
2148. | | V 2*—y? dx dy, donde S es un triángulo con los 
(S) 
vértices en los puntos 0O'(0; 0), A(1; —1) y B(1; 1). 
2149. l l V xy—y?*dxdy, donde S es un triángulo con los 
(S 
vértices en los puntos O (0; 0), 4(10; 1) y B(1; 1). 
E 
2150. VA evdxdy, donde S es un triángulo mixtilíneo OAB, 
(5) 
limitado por la parábola y?= x= y por las rectas z=0 e y=1 (fig. 91). 
2151. p Ñ A donde S es un segmento parabólico, limitado 
(8) 
por la parábola y= 5 y por Ja recta y=. 
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2152. Calcular las siguientes integrales y dibujar los recintos 
á que se extienden: 


ES 
n 1 +c085 x 2 3 cos y 
a) | dz l y? sen zx dy; c) Í dy ( z? son? y dz. 
0 Y OEA Ó 
2 
sa 
7 4 
b) ud V ytdy; 
cos x 


ias de resolver los problemas 2153— 2157 se recomienda hacer 
los dibujos correspondientes. 
2153. Calcular la integral doble 


l | xy? du dy, 
(S) 
si S es un recinto limitado por Ja parábola y?= 2px y por la recta 
T=pP 
2154*. Calcular la integral doble 
l zy dz dy, 
(8) 
que se extiende al recinto S, limitado por el eje OX y Ja semi- 
circunferencia superior (1—2)?+y*=1. 
2155. Calcular la integral doble 


' | _drdy 
V 2a—=z 
donde S es un círculo de Mos a, tangente a los ejes de coordenadas 


y que se encuentra en el primer cuadrante. 
2156*, Calcular la integral doble 


YN y dzdy, 
(s) 
donde el recinto S está limitado por el eje de abscisas y el arco 
de cicloide 
x= It (t — sen £) 
y=R(l—cost) (0 <!t< 21). 
2157. Calcular la integral doble 


| | zydz ay, 
(5) 
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en la que el recinto de integración S está limitado por los ejes 
de coordenadas y por el arco de astroide 


r=Rcos tt, y Rsen?i (0<t<3) , 
2158. Hallar el valor medio de la función f(x, y) =xzyf en el 
recinto S(0O<r<t; 0<y<1). 
Indicación. Se da el nombre de valor medio de una función f (1, y) 
en el recinto Y al número 
E 4 22 
== || 1, dzdy, 
(8) 
donde S, en el denominador, señala el área del recinto $. 


2159. Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto 
M (zx, y) del círculo (1—a)?+ y?< R?, al origen de coordenadas. 


$ 2. Camblo de variables en la Integral doble 


17. Integral doble en coordenadas polares. Cuando en 
la integral doble se pasa de las coordenadas rectangulares z, y a las polares r, 
q, relacionadas con las primeras por las expresiones 


T=FrCOSQ, Yy="FsSsenoqp, 


se verifica la fórmula 


' | f(x, y) dz dy = | f ] (r cos q, r sen q) r dr do. (1) 
(S) (S) 


Si el rocinto de integración S está limitado por los rayos r=a y r=8$(a< P) 
Y por las curvas r=r, (q) y »=r2(p), donde r;, (q) y rap) (7 (9 < ra (p)) son 
unciones uniformes en el segmento a << f, la integral oble se puede 
calcular por la fórmula 


A B ra (0) 
| | P (q, 7) + dr dp = f dy | F (q, r)rdr, 
(S) ps r1(0) 
ra (0) 
donde P (p, 7) =f (7 cos q, » sen qp). Al calcular la integral F (9, ”) rar, 
ri (p) 


se considera constante la magnitud q. 
Si el recinto de integración no pertenece a la forma examinada, se 
divide en partes, de manera que cada una de ellas represente de por sí un 


recinto de la forma dada. 
2. Integral doble en coordenadas curvilíneas. En el 


caso más general, si en la integral doble 


| | Í (z, y) dx dy 
(8) 
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se quiere pasar do las variables zx, y a las variables «u, v, relacionadas con 
aquéllas por medio de las expresiones continuas y diferenciables 

r=Q(u, v), y =YP(, 0), 
que establecen una correspondencia biunívoca y continua en ambos sentidos, 


entre los puntos del recinto S del plano XOY y los puntos de un recinto 
determinado R” del plano l/0'V, aj mismo tiempo que el jacoblano 


de dy 
_Díz, y) Óu du 
— Día, p) Óx Oy 
dv dv 
conserva invariable su signo en el recinto S, será válida la fórmula 


y Y 1 1) az dy=1 Ñ flote, o), vu, 0)117] dudo. 
(S) (8) 
Los límites de esta nueva integral sc determinan de acuerdo con las 
reglas generales, sobre la base de la forma que tenga el recinto 5”. 


Ejemplo di. Calcular la siguiente integral pasando a coordenadas 
polares 


I 


| Í VI=128— y? de dy 
(8) 
donde el recinto S es un círculo de radio R=1 con centro en el origen de 


coordenadas (fig. E 
Solución. Haciendo la sustitución z=r cos p, y=r sen q, obtenemos 


Y1-11ZyI= Vi(" cos p)?— (r son pi='YyI=", 
Como en el recinto S la coordenada r varía de O a 4, cualquiera que 
sea el valor de qp, mioritras que «q varía de O a 2x1, tenemos 


| | VII dy=| de Vr yA Bar a 
(Ss) | 0 0 i 


Pasar a las coordenadas polares r y q y colocar los límites de 
integración para las nuevas variables en las siguientes integrales: 


1 1 2 x 

2160. l del Hz, y) dy. 2161. | de WA(V3+y) dy. 
0 0 0 0 

2162. | l f(x, y) dr dy, 
(S) 


donde S es un triángulo limitado por las rectas y=z, Y = —z 
e y=1. 
1 4 
y 
2163. q 11 (E) du. 
a x 
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2164, VA, y) dz dy, donde el recinto S ostá limitado por 


(S) 
la lemniscata 
(14 y" =a" (1* — y). 


2465. Calcular la siguiente integral doble, pasando previamente 
a coordenadas polares 


Y ydzdy, 


y 


(S) 
donde S es un somicírculo de diámetro a con centro en el punto 


Cl: 0) (fig. 93). 


a 
Pig. 92 Fig. 92 


2166. Pasando a coordenadas polares, calcular la siguiente inte- 
gral doble, 


(+4?) dedy, 
(S) 
que se extiende al recinto limitado por la circunferencia 


+ y=2lazx. 


2167. Calcular la siguiente integral doble, pasando a coorde- 

nadas polares, 
NVI dzdy, 

(8) 
donde el recinto de integración S os un semicírculo de radio a con 
centro en el origen de coordenadas, situado sobre el eje OX. 

2168. Calcular la integral doble de la función f(r, p) =r sobre 
el recinto limitado por la cardiode r=a(1+c0sq) y la circunfe- 
rencia 7=«a. (Se considera el recinto que no contiene el polo). 
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2169. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 


a Vad—xb 
| dx V 124 y dy. 
0 


2170. Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas 
polares 


KAI de dy. 


donde el recinto S está Jimitado por la hoja de lemniscata 
(12+y)=a* (y) (270). 
2171*, Calcular la integral doblo 


| Vila —%—L de dy, 
) 


que se extiende al recinto S, limitado por la elipse + h=1, 


ARO rr y 
Ca 


pasando a las coordenadas polares generalizadas r y «q según las 
fórmulas: 


XL 
e dd $ =r sen q. 


2172t*, Transformar la integral 


c Bx 
| dz f (x, y) dy 
0 ax 


(0<a<B y ec>0), introduciendo las nuevas variables u=x-+- ya 
UD == 
2173*. Efectuar el cambio de variables u= I+Y U=I—yYy €n 
la integral 
1 


. de Y (zx, y) dy. 
2174**, Calcular la nl doble 
IN dea 
“S) 


donde S es un recinto limitado por la curva 


(F+ 77) => 
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Indicación. Efectuar el cambio de variables 


T=ar cos p, y=br sen p. 


$ 9. Caloulo de areas de figuras planas 


14%, El área en coordenadas rectangulares. El área S de 
un recinto plano (S) es igual a 


y = | ' dz dy. 
(8) 
Si el recinto (S) está determinado por las desigualdades a<z<b, q (2) < 
<y <vV (2), tendremos 
b tx) 
S= | dz dy. 
a 0) 

22 El ároa en coordenadas polares, Si el recinto ($) está 
determinado, en coordenadas polares r y q, por las desigualdades « <p <P, 
(Pp) <r <F (q), se tiene 

B F(9) 
S= l | r dq dr = | dp l dr. 
(8) a (e 


2175. Construir los recintos cuyas áreas se expresan por las 
siguientes integrales: 


2  x+2 a Vat=yi 
a) | dz | dy; b) dy l dz. 
3 a3 0 ay 


Calcular estas áreas y cambiar el orden de integración. 
2176. Construir los recintos cuyas áreas se expresan por las 
integrales: 


T 
arctg 2 3seco A at1-+c08s 0) 
a) X dp l r dr; h) f dy ' r dr. 
z ; a A 
Ey == 


Calcular estas áreas. 

2177. Calcular el área limitada por las rectas r==y, t=2y. 
r+y=a y 24-3y=a4 (a >0). 

2178. Calcular el área de la figura situada sobre el eje OX 
y limitada por este eje, la parábola y?=4azx y la recta z 4 y = 34. 

2179*. Calcular el área limitada por la elipse 


y—D:.+rimd. 
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2180. Hallar el área limitada por las parábolas 
y? = 10% 25 e y! = —67 +9, 
2181. Hallar el área limitada por las siguientes líncas, pasando 
a coordenadas polares, 
2+ysli, 2+y=4xr, y=x, y=0. 


2182. Hallar el área limitada por la recta rcosp=4 y la 
circunferencia r=2. (Se considera Ja suporficie que no contiene 
el polo). 

2183. Hallar el área limitada por las curvas 


r=a(1+<c0s q) y r =acos p (a > 0). 
2184. Hallar el área limitada por la línea 


q2 y? 2 yl y2 
(SF +) AE: 


2185*, Hallar el área limitada por la elipse 
(1— 2y + 3)? + (32 + 4y — 1)? = 100. 


2186. Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por 
los arcos de las parábolas zx*=ay, 2a2=by, y =ux, y =fzx 
(0<a<b, 0<a<B). 

Indicación. Introducir nuevas variables u y v, suponiendo 

zi=uy, yl =vz, 

2187. Hallar el área del cuadrilátero curvilíneo limitado por 
los arcos de las curvas y?=ax, y =bx, zy=0, y =p (U<a <h, 
0<a <p). 


Indicación. Introducir nuevas variables u y U0, suponiendo Ty =. tf, 
VS 
y=Uzx. 


S 4, Calculo de volumenes 


El volumen V de un cilindroide, limitado por arriba por la superficio 
continua ¿=f(z, y), por abajo por el plano z=06 y lateralmenle por la 
superficie cilíndrica recta que corla en el plano XOY el recinto S (fig. 94), 
es igual a 


Y = | f(z, y) du dy. 
(S) 


2188. Exprosar, por medio de una integral doble, el volumen 
de una pirámide cuyos vértices son: O(0; 0; 0), A(1; 0; 0), 
B (1; 1; 0) y C(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar los límites de inte- 
gración. 


18—1016 
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En los problemas 2189-—2192 hay que dibujar los cuerpos, 
cuyos volúmenes se expresan por las integrales dobles que se dan: 


1 i—x 2 Vi=x2 
2189. | dz Í (1—z—ydy. 2191. [dz | (1—2)dy. 
0 Ó % 0 


1] 


2 Lx 2 
2190. | da (ey) dy. 2492. [dz | (4—2—y) dy. 
0 6 '] e 
2193. Dibujar el cuerpo, cuyo volumen expresa la integral 
Vala 


n 
| dr y Y a?— x?— y? dy, y basándose en razonamientos geomé- 
0 ( 


0 
tricos, hallar el valor de esta integral. 


Z 


Fig 9 Fig. 95 


2194. Hallar el volumen del cuerpo limitado por el parabo- 
loide elíptico z=22?*+y*+4, el plano z+y=4 y los planos 
coordenados. 

2195. Un cuerpo está limitado por el paraboloide hiperbólico 
¿=2x*—y? y los planos y=0, z=0, z=4. Calcular su volumen. 

2196. Un cuerpo está limitado por el cilindro z?-+ 22.=a* y los 
planos y=0, z=0, y =x. Calcular su volumen. 

Hallar los volúmenes de los cuerpos limitados por las super- 
ficies siguientes: 


2197. az=y?, 124 y =r?, 20, 


2198. y=Vz, y=2V zx, z+2=8, 2=0. 
2199. 2=344 y?, y=x?, y=1, 2=0. 


mn 
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2200. c+y+24, J+y=a, 7I+y=a, y=0, z=0. 


2201. 4 =1, y==x, y=0, z=0. 
2202. 121 y?=2ar, 2=0x, 2=fzx (a >f). 


En los problemas 2203—2211 empléense coordenadas polares 
y generalizadas. 

2203. Hallar el volumen total del espacio compreudido entre 
el cilindro 2? +y?=a? y el hiperboloide 224 y?—2l1= —a?, 

2204. Hallar el volumen total del espacio comprendido entre 
el cono 2(1?14- y —2?=0 y el hiperboloide 


aq y—22= —a?. 
2205. Hallar el volumen limitado por las superficies 2az =x?+ y”, 
224 y—2z=a?, z=0. 
2206. Determinar el es del eS 


SEA 


2207. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide 
2az=x 44 y? y la esfera 224 y?+2i=3a*, (Se sobreentiende el 
volumen situado dentro del paraboloide). 

2208. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY', 
ol cilindro x*4-y?= 2az y el cono 214 y?= 228, 

2209. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano XOY', 
la superficie z=ae=6*%+49N y el cilindro 424 y? = R2, 

2210. Calcular el er pá del sólido limitado por el ADO XOY, 


el paraboloide Z == HA E y el cilindro + p=22 


2211. ¿En qué razón divide el hiperboloide x?-+4 y? e Al 
volumen de la esfera 2? + y?4 2? < 3at? 

2212*. Hallar el volumen del sólido limitado por las suporfi- 
cies =zt+y, ty=1, z1y=2, y=7, y=2x, 2=0 (x>0, y>>0). 


$ 5. Calculo de áreas de superficies 


El área u de una superficie regular O y), quy tenga como proyec- 
ción en el plano XOY un recinto Ss, es igual AS Proy 


YAA a 


(8) 


2213. Hallar el área de la parte del plano A 
comprendida entre los planos de coordenadas. . | 
18” 
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2214. Hallar el área de la parte de superficie del cilindro 
22 + y? =R?(2>0), comprendida entre los planos z=mz y 
x= nz (m >n > 0). 

2215*. Calcular el área de la parto de superficie del cono 
x2—yi=2z*, situada en el primer octante y limitada por el plano 

Z=4. 

2216. Calcular el área de la parte de superficie del cilindro 
x*4 y? =ax, cortada del mismo por la esfera 2%+ y*+4 22 =a?. 

2217. Calcular el área de la parte de superficie de la esfera 


2 2 
2+4+y+42=a*?, cortada por la superficie <p e Ao =1. 


2218. Calcular el área de la parte de superficie del parabo- 
loido y?+z*=2ax, comprendida entre el cilindro y2=ax y el 
plano r=4. 

2219. Calcular el área de la parte de superficie del cilindro 
12 + y3 =2ax, comprendida entre el plano XOY y el cono 1?+y?=2?. 

2220*. Calcular el área de la parte de superficio del cono 
124—y?¿=z?, situada dentro dol cilindro x?+- y? =2ax. 

2220,1*. Hallar el área de la parte del cilindro y? =4x cortada 
por la eslera 234 y24+2*=5z. 

2220.2. Hallar el área de la parte del cono z=Y/ 1? + y? cortada 
por el cilindro (2? -+ y?*)? = a? (1? — y?). | 

2221*. Demostrar, que las áreas de las partes de las superfi- 
cies de los paraboloides 1*+y?=2az y 1? —y?=2az cortadas por 
ol cilindro 12 +y?=.R? son iguales. | 

2222*. Una esfera de radio a está cortada por dos cilindros 
circulares, cuyas bases tienen los diámetros iguales al radio de 
aquélla, y que son tangentes entre sí a lo largo de uno de los 
diámetros de la misma.. Hallar el volumen y el área de la parte 
de superficie de la esfera que queda. 

2223*. En una esfera de radio a se ha cortado un orificio, con 
salida, de base cuadrada, Cuyo lado también es igual á a. El eje 
de este orificio coincide Con el diámetro de la esiera. Hallar el 
área de la superficie de ésta cortada por el orificio. 

2224*. Calcular el área de la parte de superficie helicoidal 


z=c arctg Z, situada en el primer octante y que está compren- 
dida entre los cilindros 1? +y?*?=a? y 124 y? =0*. 


$ 6, Aplicaciones de la integral doble a la mecánica 


19, Masa momentos ostáticos de las láminas. Si S 
es un recinto del lano XOY, ocupado por una lámina, y p(z, y) es la den- 
sidad suporficial de dicha lámina en el punto (z; y), la masa M de ésta y sus 
momentos estáticos My y My con respecto a los ejes OX y OY se expresan 
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mM=!| l pir,y)dxdy, Mx= YN yp (x, y) dz dy, 
(8) (S) 


My = y zp (2, y) de dy. (1) 


Si la lámina es homogénea, p (x, y)=const. 
2. Coordenadas del centro de gravedad de las lámi- 


nas. Si C(z, y) es el centro de gravedad de una lámina, se tiene, 


donde M es la masa de la lámina y My, My sus momentos estáticos con 
respecto a los ejes de coordenadas (véase 1%). Si la lámina es homogénea, en 
las fórmulas (t) se puedo poner p=1. 

3. Momentos de inercia do las láminas. Los momentos 
do inercia de una lámina, con respecto a los ejes OX y OY, son iguales 
respoctivamento a 


x= ' | y3p (x, y) dx dy, ly=1 f zep (x, y) dz dy. (2) 
(S) (S) 
El momento de inercia de la lámina con respecto al origen de coordenadas 
IL = j l (124 y2) p (z, y) drdy=1 y 41Iy. (3) 
(S) 


Poniendo p(x, y)=1, en las fórmulas (2) y (3), obtenemos los momentos 
goométricos de inercia de las figuras planas. 


22259. Hallar la masa de una lámina circular de radio R, si su 
densidad es proporcional a la distancia desde el punto al centro 
e igual a % en el borde de la lámina. 

2226. Una Jámina tiene la forma de triángulo rectángulo con 
catetos OB =a y OA=b; su densidad en cualquier punto es igual 
a la distancia desde éste al cateto OA. Hallar los momentos 
estáticos de la lámina con respecto a los catetos OA y OB. 

2227. Calcular lag coordenadas del centro de gravedad de la 
figura OmAnO (fig. 96), limitada por la curva y=senzx y por la 
recta OA, que pasa por el origen de coordenadas y por el vértice 


Á 5; í | de la sinusoide. 


2228. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la 
figura limitada por la cardioide r=a (1 4-cos p). 

2229. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un 
sector circular de radio a, cuyo ángulo central es igual a 2a 


(fig. 97). 
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2230. Calcular las coordenadas del contro de gravedad de la 
figura limitada por las parábolas y? =4r+4 y?= —2r+4. 

2231. Calcular el momento de inercia del triángulo limitado 
por las rectas 2+y=2, =2 e y=2, con respecto al eje OX. 

2232. Hallar el momento de inercia de un anillo circular de 
diámetros d y D(d <D): a) con respecto a su propio centro y bh) 
con respecto a su diámetro. 


4 


Fig 9. 


2233. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado e, 
con respecto: al eje que, pasando por uno de sus vértices, es per- 
pendicular al plano del cuadrado. 

2234*. Calcular el momento de inercia del segmento interceptado 
de la parábola y?=ax por la recta z=a, con respecto a la recta 

L=—a. 

2235*, Calcular el momento de inercia de la superficie limi- 
tada por la hipérbola zy=4 y la recta x+y=5, con respecto 
a la recta z=y. 

2236*. En una lámina cuadrada de lado a, la densidad es 
proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices. Calcular el 
momento de inercia de dicha lámina con respecto a los lados que 
pasan por éste vértice. 

2237. Hallar el momento de inercia de la cardioide r = « (1 -- cos q), 
con respecto al polo. 

2238. Calcular el momento de inercia de la superficie de la 
lemniscata r7?=2a? cos 2p, con respecto al eje, perpendicular «l 
plano do la misma, que pasa por el polo. 

2239*. Calcular el momento de inercia do una lámina homo- 
génea limitada por un arco de la cicloido x=a(¿—sen £), 
y=a(1—cost) y el eje OX, con respecto al eje OX. 


$S 7. Integrales triples 


1. La integral triple en coordenadas roctangulares. 
Se llama integral triple de una función f(z, y, 2), sobre un recinto Y, al 
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límite de la correspondiente suma triple 


| ' | lx, y, z23drdydi= lim 2 2 > (Zi, Y y 74) Azj Ay; Aza. 


máx Ax,¡>0 
(Y) máx Ay y>0 3 oh 
máx A2¿>0 


El cálculo do la integral triple so reduce a calcular sucesivamente tros inte- 
grales ordinarias (simples) o a calcular una doblo y una simple. 
Ejemplo í. Calcular 


T= ' | | 23y2 dí dy dz, 
v 
donde el recinto Y se dotermina por las desigualdades 
Oris<t, 0<y<z, 0<I<XYY 


Solución. Tenemos: 


1 Xx xy 1 de 
¡N : 22 Jus 
¡aja apa a nz la 
op 06 0 Ó 4 
1 x 


Ejemplo 2. Calcular 


p l 22 dx dy dz, 


(V) 


; . pd an y, 2 
extendida al volumen del elipsoide A is 
Solución. 


' l | xt de dy di = 


(V) 


S 


a 


(> 
xi dz | | dy dz = | as, de, 


a yz sm LY, 


l, 


2 ya. zl yl 
donde Syz es el área de la elipse e dci y , z=const, igual a 


qe 2 q? 
sy =05 / 1Zp 00 Y — Ty =nb0 (1 -5) . 


Por esto, en definitiva, tenemos: 
a 


: y2 4 

2 áS 24 =_ S 3 
YN Y dx dy dz = mbc ya (1 7) as qg nac. 
(Y) 


— (tl 
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2, Cambio de variables en la integral triple. Si en 


la integral triple 
| l | f(x, y, 2) dz dy dz 
(Y) 


bay que pasar do las variables z, y, 2, a las variablos u, v, w, relacionadas 
con las primeras por las igualdados =p (4, 9,0), y =vY(u, v, 0), 2=YX (u, D, 10), 
donde las funciones p, y, y: 

1) son continuas, junto con sus derivadas parciales do 1% ordena. 

2) establecen una correspondencia biunívoca continua cn ambos sentidos, 
entre los puntos del recinto de integración V del espacio OXYZ y los puntos 
de un recinto determinado V” del espacio O'D VW y 

3) el determinante funcional (jacobiano) de estas funciones 

Ox 0x 0x 
du 0v 0w 


_Díay2)_|0 34 2 


IS 5, w) |0u dv mw 
dz 02 0 
óu dv 0w 


conserva invariable su signo en el recinto Y, entonces, será válida la fórmula 


y ' flo, y, 2) di dyd:= | ( l f[p(u, 0, w), y (e, v, w), y (u, v, 10)]| 7 | du do dv. 
(v) | (vay 
En particular, 
1) para las coordenadas cilíndricas , r, p, h (fig. 98), dondo 
T=F008Q, y=r8Senq, z=k%, 


obtenemos que, ==", 
2) para las coordonadas esféricas q, Y, r (p es la longitud; +, la latitud 
y r el radio vector) (fig. 99), dondo 


T=FPCOSAP) COS p, Y=” COS Y son p, 


2 =r Sen p, 
tenemos 7 =r? cus 1). 
Ejemplo 3. Calcular la siguiente integral, pasándola a las coorde- 


nadas esféricas, 
' | l Y 12+y2-4 22 de dy dz, 
(Y) 


donde Y es una esfera de radio R. ] , 
Solución. Para la esfera, los límites de variación de las coordena- 


das esféricas p (longitud), Y (latitud) y » (radio vector), serán: 
IOSPLIM. —FSPEZ> 0<r<R. 
Por esto, tendremos; 
27 


UN 
|S | VERTER dde o y 
(Y) Ms 


rrá cos Y dr =x1 Ri. 


E a o] 


n|3 
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3”. Aplicaciones de las integrales triples. El volumen 
de un recinto del espacio tridimensional OXYZ es igual a 


V ma ' ' ' de dy dz. 


(v 
La masa de un cuerpo que ocupa el recinto V, 


M=| | ' y(z, y, 2) dz dy dz: 
(Y) 
donde y (z, y, z) es la densidad del cuerpo en el punto (+, y, 2)- 


Fig. 98 Fig. 99 


Los momentos estáticos de un cuerpo, con rospecto a los planos coorde- 
nados son: 


May=! | | y (2, y, 2) 2 dz dy dz; 
(Y) 


Myz=! l ' y (5, y, 2) zx dz dy dz; 


(V) 
Mzx= | l | y (x, y, 2) y de dy dz. 
(y) 
Las coordenadas del centro de gravedad 
=_Myz  ——_Mzix ==. Mxy 


Mo IE RO ES MM 


Si el cuerpo es homogéneo, en las fórmulas para determinar las coor- 
denadas del centro de gravedad se puede poner y (x, y, 2) =1 


Los momentos de inercia, con respecto a los ejes coordenados son: 


re 


I=ÑÑ 


(V) 


ly = l | ' (224) 22) y (2, y, 2) dí dy dz; 
(Y) 


l (42422) y (2, y, 2) de dy de; 


E Ñ | (22442) y (2, y, 2) de dy de. 
(Y) 
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Poniendo en estas fórmulas y(z, y, 2)==1, obtenemos los momentos 
geométricos de inercia del cuerpo. 


A. Cálculo de las integrales triples 
Calcular los límites de integración en la integral triple 
YY A F (2, y, 2) de dy de 
(v) 


para los recintos V que se indican a continuación: 
2240. V es un tetraedro limitado por los planos 


+y+2z=4, z=0, y=0, 2=0. 
2241. V es un cilindro limitado por las superficies 
24 y=kR?, 2=0, 2=4f. 
2242*. Y es un cono limitado por las superficies 


yg2 y? ¿2 
ra a 


2243. V es un volumen limitado por las superficies 
2=1—a—y, z=0,. 


Calcular las siguientes integrales: 
1 1 1 


2244. | dz f dy | a 
0 


VI rarT O 


Fry? 
2 2 Vx v 2 
2245. | dx Y dy Y  zdz 
0 0 0 
a V a2—x2 V a33—y3 d 
$ e Y Ú Z 
2246. y ) dy | Ya2= 22 y2— 22 
1 iox 1 x—y 
2247. Ñ da dy Y ayzdz 
0 0 


2248. Calcular 
PR l dx dy dz 
VW) ar 
(M 


donde V es el recinto de integración, que está limitado por los 
planos de coordenadas y por el plano z+y3+2z=. 
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2249. Calcular 
l l | (14 y - 2)? dx dy dz, 
“(V) 
donde V es la parte común del paraboloide 2az.>x?*+-y? y de la 


esfera 2?*+ y? 4 2? < 3a?. 
2250. Calcular 


| | l 22 dz dy dz, 
(mM) 
donde V es la parte común de las esferas 1*4+- y 428 ER? y 114 


+yH+z<2Rz. 
2251. Calcular 


' | zdzdy dz, 
(Y) 
donde V es el volumen Jimitado por el plano z=0 y por la mitad 
: : á a y z 
superior del elipsoide F+4-p+-=7= 1 
2252. Calcular 


[Ae 


donde V es la parte interna del elipsoide G E 77 + 1. 
2293. Calcular , 
| | ' 2 de dy dz, 


(Y) 
donde V es el recinto limitado por el cono 2? = 5 + (at y?) y por 


el plano z=4. 
2254, Calcular la siguiente integral, pasando «a coordenadas 
cilíndricas, 


' dz dy dz, 
(mM) 
donde V es el recinto limitado por las superficies 11+y*4-2*=2Rz, 
2?+y?=23? y que contiene el punto (0, 0, AR). 
2299. Calcular 


2 V 2x—x2 a 
Ñ dx | dal VB + da, 
V 0 0 


transformándola previamente a las coordenadas cilíndricas. 
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2256. Calcular 


2r Y 2rx—x3 V ¿ri—x8B= y2 
' dz f dy ' dz, 


0 —= Y 2rx—x3 


transformándola previamente a las coordenadas cilíndricas. 
2297. Calcular 


RO VEA VETATH 
| dz | dy ' (22 + y2) dz, 
A 0 


tranformándola previamente a las coordenadas esféricas. 
2258. Calcular la integral siguiente, pasando a las coordenadas 
esféricas 


| Ñ | VE FF 2 dz dy dz, 


(Y) 


donde V es la parte interna de da esfera x?*+y*+22<x. 


E. Cálculo de volúmenes por medio de integrales triples 


2259. Calcular, por medio de una integral triple, el volumen 
del cuerpo limitado por las superficies 


y =4a0*—3az, y=ax, 2=>+h. 


2260**. Calcular el volumen de la parte del cilindro x?*+ y? = 
o comprendido entre el paraboloide z1?+4 y?=2az y el plano 
XOY. 
2261”. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
224 y?1233=a* y el cono 2?+=x3-+ y? (la parte exterior con res- 
pecto al cono). 

2262*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera 
24y+422=4 y el paraboloide 1?+ y? =3z (la parte interior con 
respecto al paraboloide). 

2263. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano 
XOY, el cilindro 12+y?=ax y la esfera 1?4+ y?42*=a? (interno 
con respecto al cilindro). 

2264. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el parabo- 


loide A+ 22 y el plano z=a. 
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2264. 1. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
y? y2 z2 y2 y y2 72 
ra ir da di 
2264. 2. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las super- 
ficies 
_ yl y? z? 0 O 
=+Hrt+a= ata a=b (>0) 


C. Aplicaciones de las integrales triples a la mecánica y a la fisica 


2265. Hallar la masa M del paralelepípedo rectangular O <zr <a, 
O<y<b, 0<z<c, si la densidad en el punto (z, y, z) es p (xt, y, 2)= 
=IH+HY+ 2. 


2266. Del octante de la esfera 14+y42S<0*, 270, y>0, 
20, se ha cortado el cuerpo OABC, limitado por los planos de 
coordenadas y por el plano +4 =1 (a<c, b<c) (fig. 100). 
Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto 
(1, y, z) es igual a la cota z del mismo. 

67*. En el cuerpo de forma semiesférica 1*4-y*+28< a, 
2:70, la densidad varía proporcionalmente a la distancia desde 
el punto al centro. Flallar el centro de gravedad de este cuerpo. 

2268. Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el 
paraboloide y?4-22?=4x y por el plano r=2. 

2269*. Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que 
tiene por altura Á y por radio de la base a, con respecto al eje 
que sirve de diámetro de la base del propio cilindro. 

2270*. Hallar el momento de inercia del cono circular, que 
tiene por altura %, por radio de la base a y de densidad p, con 
respecto al diámetro de su base. 

2271**". Hallar la atracción que ejerce el cono homogéneo, 
de altura h y ángulo en ol vértice a (en la sección axial), sobre 
un punto material, que tenga una unidad de masa y que esté 
situado en su vértice. 
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2272**., Demostrar, que la atracción que ejerce una esfera 
homogénea sobre un punto material exterior a ella no varía, 
si toda la masa de la esfera se concentra en su centro. 


$ 8. Integrales Improplas, dependientes de un parámetro. Integrales 
Improplas multiples 


1%. Derivación respecto del parámetro. Cumpliéndose 
ciertas restricciones que se imponen a las funciones f (z, a) y f; (z, a) y a las 


correspondientes integrales impropias, se verifica la regla de Leibniz 


EN 12, 0340 fa to, oa 


Ejumplo 1. Valiéndose de la derivación respecto del parámetro, 
calcular 


2 
dx (a >0, PB > 0). 
Solución. Sea 


E da la $), 


Isntoncoes, 


0 2 * 


00 
or (a, B) E qe ax ds ¿2x2 as En 1 
da 20 


De donde F (a, $) = —>31n a+C (8). Para hallar C ($), ponemos 2 =f en la 
última igualdad. Tenemos, 0= — ln B-+-C (P). 


De donde € ()=310 $. Por consiguiente, 


í 1 E! B 
F (a, $)=—=3 la a+ 1n $B==7 ln. 
2%. integrales dobles impropias. a) Caso en que el 
recinto de integración es infinito. Si la función f(z, y) es 
continua en un recinto infinito S, se supone 


| | Mesylezay nto yA f(z, y) dz dy, (1) 


(5) 
donde dí es un recinto finito, situado totalmente er S, entendiéndose por 
0» S, quo ampliamos ol recinto g según una ley arbitraria, de manera que 
en éste entre y permanezca en él cualquier punto del recinto 5. Si el segundo 
miembro tiene limito y éste no depende de la elección que se haga de y 
la correspondiente integral impropia recibe el nombre de convergente; en e 
caso contrario se llama divergente. 
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Si la función subintegral f(x, y) no es negativa (f(x, y) > 0), para que 
la integral impropia sea convergente es necesario y suficiente que exista 
el límite del segundo miembro de la igualdad (1), aunque sea para un sistema 
de recintos 6 que completen el recinto £S. 

b) Caso do una función discontinua. Si la función f(x, y) 
es continua en todo un recinto cerrado y acotado S, a excepción del punto 
P (a, b), se supone: 


) Ñ He, y) dz dy mim Á l (e, y) dz dy, (2) 
tg 8-0 


(S,) 


donde S¿ es el recinto que resulta de excluir del S un recinto interior 
pequeño de diámetro 8 que contiene al punto P. En el caso de que exista 
el límite (2) y de que no dependa do la forma de los recintos intoriores 
pequeños que se excluyan del recinto S, la integral considerada se llama 
convergente, mientras que en el caso contrario, es divergente. 

Si f(z, y) >0, ol límite del segundo miembro de la igualdad (2) no 
depende de la forma de los recintos internos que se excluyen de S; en par- 


ticular, on calidad do tales recintos pueden tomarse círculos de radio + con 


centro en el punto P. 
El concepto de integralos impropias dobles es fácil pasarlo al caso du 
integrales triples. 


Ejemplo 2. Investigar la convergencia de la integra) 


dz dy 
YA UTRAnP' (5) 
(S) 


donde S es todo el plano XOY. 
Solución. Sea o un círculo de radio p cor centro en el origen de 
coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, si p»* 41, tenemos: 


p 
a dz dy e rdr 
arar l eel a 
(0) 0 0 
rar "dp = E 1(4 + payo — 4] 
74 EP PES e 0 


Si p< 1, se tiene lim 7/ (9) =limf (0) =00 y la integral divergo. Si por el 
a=>S p—>00 


y la integral converge. Cuando 


contrario, p>>1, so tiene lim / (0) = 


p—=o0 p—t 
e, 
p=1, tenemos que 1 (0)=1 dp 22 au ln (1+p3); lim 1 (0)=00, es 
E poo 


decir, la integral diverge. 
Por consiguiente, la integral (3) es convergente para p > !. 
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2273. Hallar f' (zx), si 


(a) =1 evdy  (2>0). 


Xx 


2274. Demostrar, que la función 


_ zf (2) 
cia | Ty 


satisface a la ecuación de Laplace 


du du 0 
or ' ay 


2275. La transformación de Laplace F (p) para la funcion f (2) 
se dotermina por la fórmula 


al 


Pp) = (pde. 


0 


Hallar F(p), si: a) f(t)=1; b) f(t)=e*%; c) f(t) =sen Pt; 
d) f(t) =c0s ft. 


2276. Aplicando la fórmula 
1 


| 21 dz = — (n >0), 
0 


calcular la integral 


"ind. 


Derry 


2277*. Aplicando la fórmula 


| en q == (p>0), 
¡ 


calcular la integral 


| Be de. 


. 
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Utilizando la derivación respecto al parámelro, calcular las 
siguientes interrales: 


p ¿ar_.—B 
2278. [Kar (a>0,P>0). 
Ú 
A ¿—0x_ ¿ha 
2279. | E senmzxadx (a >0, fP > 0). 
0 
: > arctg az 
2280. y 
> 1 (1 272) 
n — (Uézr 
2281. a (|< 1). 
2282, [emba (a>0). 
0 


Calcular las siguientes integrales impropias: 


00 00 


2283. | dz Ñ eu) dy. 
0 


2285. Vi > donde S es un recinto, que se determina 


) 
por las desigualdades z > 1, y:> 22. 


6 * d 
2286". Ct (a > 0). 


2287. La integral de Euler-Poisson, determinada por la fórmula 


1 = | ex” dx, se puede escribir también en la forma ]== Ñ e? dy, 


0 0 
Multiplicando entre sí estas fórmulas y pasando después a las 
coordenadas polares, calcular /. 

2288. Calcular 


dz 


00 00 
al 


1 9I—1016 
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Averiguar si convergen las siguientes integrales dobles impro- 
pias: 
2289**, l | nVi+pp dx dy, donde S es el círculo x?+ y? 1. 
(S) 


dz dy 
2290. == — 
y (224 ya 
por la desigualdad 124 y?>1 («parte exterior» del círculo). 


mn dz dy ] 
2291*. y VE donde $ es un cuadrado |x|<1, l|y|<1. 


donde S es un recinto que se determina 


2292. JW cn donde V es un recinto, que se deter- 
> (22) y24 2235 


mina por la desigualdad 1? y?+2*>1 («parte exterior» de la 
osfera). 


S 9. Integrales eurvilineas 


49 Integrales curvilínoas de primer tipo. Sea f(z, y) 
una función coñtinua o y=Q (2) [a <zx<b] la ecuación de una curva plana 
determinada C. 

Marcamos un sistema de puntos M; (21, Yi) (¿=0, 1,2,..., nm), que divi- 


dan la curva C en arcos elementales M;¡_¡M¿=mAs;, y formamos la suma 
n 
integral $, = y (x;, 41) As;- El límito de esta suma, cuando rn —>00 y 


1=1 
máx As¡> 0 recibo el nombre de integral curvilinea de primer tipo 
n 
lim Y) F(2 y) 6 | fav) es 
Ni=> 00 l=1 E 


(ds es la diforcncial del arco) y se calcula por la fórmula 


b 
fe nd=1 100) VIFO TW" 2. 


En el caso de que Ja curva € esté dada en forma paramétrica: 
rep (0), y =v(t) [a <t <f], tonomos: 


B 

| ene=X 10 0 0 VFODITD es, 
y Q 

Se consideran también integrales curvilíneas de primer tipo de funcio- 


nes de tres variables f (z, y, 2), tomadas sobre una curva en ol espacio, que 
se calculan análogamente. La integral curvilínea de primer tipo no depende 
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del sentido del camino de integración. Si la función subintegral f se interpreta 
como la densidad lineal de la curva de integración C, esta integral rópre- 
sentará de por sí la masa de la curva C. 


Ejemplo 1. Calcular la integral curvilínea 


| (14 y) ds, 
C 


donde C es el contorno del triángulo ABO, cuyos vértices son: A(1; 0), 
B(0; 1) y 0 (0; 0) (fig. 101). 


Y 

B 

d aX 
Fig. 101 


Solución. Aquí, la ecuación de 4B es: y=1=xz, la do ÓB: z=0 y 
la de OA: y =0. 
Por lo tanto, tendremos: 


e+rya=kl eya lena + ly do= 
é AB BO JA 
1 


£ t 
=| VW2dr+ lydy + ( 2da=Y2+4. 
0 Y 


y Ú 


22 Integrales curvilíneas de segundo tipo. Si P(xz, y) 
y Q(z, y) son funciones continuas e y=Q(z) es una curva plana C, que 
se recorre al variar x= desde e hasta b, la correspondienie integral curcilinea 
de segundo tipo se expresa de la forma siguiente 


d 


| P (x, y) 2140 (2, ydy= ' [P (2, p(23)+0" (2) Q (2, p (2))] dz. 


a 


En el caso más general, cuando la curva C se da en la forma paramé- 
trica: z=q (t), y =V (t), donde t varía entre q y f, tenemos: 


B 
l P(z, y dr+Q (z, y) dy= ' (2 (e (0), d (1) y” (1) +0 (e (t). y (2)) Y” (2)] de. 
C o 


Fórmulas análogas son válidas para la integral curvilínca de segundo 
tipo tomada sobre una curva en el espacio. 
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oo. 


La integral curvilínea de segundo tipo cambia su signo por el 
contrario, al cambiar el sentido del camino de inte- 
yración. Mecánicamente, esta integral puede interpretarse como el trabajo 
do la correspondiente fuerza variable 4P (z, y), Q (c, y) a lo largo de la curva 
de integración €. 


Ejemplo 2. Calcular la integral curvilínea 
' y? dx 2? dy, 
C 


donde C es la mitsed superior de la elipse z=acost, y=0sen t, que se 
recorre en el sentido de las agujas del reloj. 


Solución. Tenemos 


0 
l y? dx + x33dy = | [52 sen? t.(—a sen 1) + al cos? 1-b cos £] de = 
> xr 


0 0 
= —ab? sen3 ¿ di + a2b ' cos? £ dt < abs, 
x ñ 


3". Caso de diferencial exacta. Si la expresión subintegral 
de la integral curvilinea de segundo tipo es la diferencial exacta de una 
función uniforme doterminada U =4' (zx, y), es decir, P(x, y) dr +0Q (2, y) dy = 
=dU (zx, y), esta integral curvilínea no depende del camino de integración 
y se cample la fórmula de Newton-Leibniz 


(Xx) Ñ Yo) 


P (x, y)dx--Q (z, y) dy =U (22, yo) — U (24, y1), (1) 
(x4> 114) 


donde (ás yy) es el punto inicial y (to; yz), el punto final del camino. En 
particular, si el contorno de integración C es cerrado, so tiene 


(Pla y az+0(e y) dy=0. 2 


Si, 1) el contorno de integración C está comprendido totalmente en un 
determinado recinto simplemente conexo S y 2) las funciones P(z, y) y 
Q (z, y), junto con sus derivadas parciales du 1% orden, son continuas en al 
recinto S, la condición necesaria y suficionte para la existencia de la 
función U cs que se verifiquo idénticamente en todo el recinto 5 la igualdad 


da ay da 


(véase integración de diferenciales exactas). Si no se cumplea las condicio- 
nes 1) y 2), la subsistoncia de la condición (3) no garantiza la existencia 
de la función uniforme l y las fórmulas (1) y (2) pueden resultar ser 
erróneas (vóaso el problema 2332). Señalemos un procedimiento para hallar 
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la función ¿ (zx, y) por medio de su diferencial total, basado en cl empleo 
de las integrales curvilíncas (es decir, un procedimiento más de integración 
de la diferencial exacta). Como contorno de integración € se toma la línea 


Pa (1934) 
= q - 


M(zx;y) 


P, (2; Yo) 


quebrada P¿2,M (fig. 102), donde Po (zp; yo) es un punto fijo, M (x; y) un punto 
variable. En este caso, a lo largo de P¿P,, tenemos que y=ypo y dy 0, 
mientras que a lo largo de P,M, tenemos que dz—0. Obtenemos: 


(x; y) 
Ut 0-Utv)= | Plvnd+0nds- 
(Xy: Up) 
a E 
E | Ple, yo) d+ | Q(z, y) dy. 
xo Yo 


Análogamente, integrando sobre la línea quebrada .P¿P2M, Lenemos: 


y : 
0 te, YU (20, 0)=| Qro, dy + | Pla y)az. 
Lo *o 


Ejemplo 3. (424 2y) d24 (27 —6y) dy =dU. Hallar €. 


Solución. Aquí, P(z, y)=4e+2y y Q(z, y)=2r—fiy; al mismo 
tiempo que, evidontemonte, se cumplo la condición (3). Sean 2Z¿=0, yo =". 
Entonces, 


Xx y 
U (zx, y) | 4x dx.|- l (22—6y) dy 4C=2x12+2xy —3y24+(C, 
Ó 0 
o bicn, 
ÚUlz, y = 


—6y dy + Y (42 +2y) dr 4 C= — 3y? 4 2124 22y 46€. 


A 
SL _ Td 


donde C=U (0; 0) es una constante arbitraria. 
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4”. Fórmula de Green para ol plano. Si C es la frontera 
del recinto S y las funciones P(z, y) y Q(z, y) son continuas, junto con 
sus .derivadas parciales do 1% orden, on ol recinto cerrado S+C, se veri- 
fica la fórmula de Green 


pr y (3) dx dy, 


donde el sentido del recorrido del contorno C se elige de forma que el 
recinto S quede a la izquiorda. 

_ 5%” Aplicaciones do las integrales curvilíneas. 1) El 
área limitada por un contorno corrado C, es igual a 


= —bydz=$ 2 dy 
e e 


(el sentido dol recorrido del contorno debe elegirse contrario al movimiento 
de las agujas del reloj). 
Más útil para las aplicaciones es la siguionto fórmula 


1 tp y 
- e > == —— 2 —. a 
S pots y da) 7)* a(2) 


2) El trabajo de una fuerza, cuyas proyecciones sean X=X (z, y, 2), 
Y =Y (z. y, 2), Z=Z(x, y, 2) (o correspondientemente, el trabajo de un 
campo do fuerzas), a lo largo del camino C, so exprosa por la integral 


y a | X dr+Ydy+2Z dz. 


Sc 


Si la fuerza tieno potencial, es decir, si existe una función U= 
=U (x, y, 2) (función potencial o do fuorza) tal, que 


gU 9U JU 
Ar TE a 
el trabajo, indepondientemonto de la forma del camino C, es igual a 
(x2; yz; 22) (xe; Ya; 22) 
des Xdr+Y dy+Zdi= | dU=U (22, Ya, 29) —U (£. Yi, 31), 
(71, Ya; 21) (1; ya; 21) 


donde (+1, y¡, 24) es el punto inicial y (za, Ya, zp) el punto final dol camino. 


4. Integrales curvilineas de primer tipo 


Calcular las siguientes integrales curvilíneas: 
2293. | zy ds, donde C es el contorno del cuadrado 


I=1+|y|=a (a>0). 


2294. p VA PFI? donde C es un segmento de recta que une 
entre sí los puntos O (0; 0) y A4A(1; 2). 


Integrales curvilíneas 295 


2295. Ñ ay ds, donde C es el cuadrante de la elipse F+-f7=1, 


C 
situado en el primer cuadrante. 


2296. l y? ds, donde € es el primer arco de la cicloide 
C 
z=a (t—sent), y=a(í—ceos1). 


2297, ' V 2? +y?*ds, donde C es el arco de la evolvente de la 


€ 
circunferencia r =a (cos £ + £ sen £), y == a (sen t—£c0s£) [0<t< 21]. 
2298. ( (1? + y?) ds, donde € es el arco de la espiral Jogarít- 


' 
mica r=ae"?%(m>>0) desde el punto A(O0; a) hasta el punto 
O (—o0o; 0). 


2299. Ñ (1+y)ds, donde C es el lazo derecho de la lemniscata 
a 
r-=a*cos 20. 
2300. | (1+z)ds, donde € es un arco de la curva 


“a : 
T=0, EA Z==tf [0<St< 1). 


ds 
RL yaa 
circular z=acost, y =asenít, z=bt, 


2302, | V 2y? + 2? ds, donde € es el círculo 2? + y? 4 22= af, z= y. 
€ 
2303*, Hallar el área de la superficie lateral del cilindro parabólico 
y = 5 x?, limitada por los planos z=0, x=0, z=x, y=6. 
2304. Hallar la longitud del arco de hélice cónica C, 
z=ae' cost, y=ae' sent, z=ae', desde el punto O (0; O; 0) hasta el 
punto AÁ (a; 0; a). 


2305. Determinar la masa del contorno de la elipse += al. 


si su densidad lineal en cada punto M (zx, y) es igual a |y!. 
2306. Hallar la masa de la primera espira de la hélice circu- 
lar z=acost, y=asen 1, z=bt, si la densidad en cada punto es 
igual al radio vector del mismo. 
2307. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del 
semiarco de la cicloide 


donde C es la primera espira de la hélice 


x=a(i—seni), y=a(1—cost) [0<t<u). 
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2308. FHallar el momento de inercia, con respesto al eje OZ, 
de la primera espira de la hélice circular x:=acost, y=asen lt, 
z= bl. 

2309. ¿Con qué fuerza iniluye la masa M4, distribuida con 
densidad constante por la circunferencia 1*+4 y2=a%, z=0, sobre 
la masa m, situada en el punto A(0; 0; by? 


B. Integrales curvilineas de segundo tipo. 


Calcular las siguientes integrales curvilineas: 
2310. | (12— 2xy) dx + (2xy + y?) dy, donde AB es el arco 
AB 


de la parábola y-=x? que va desde el punto A(t; 1) hasta el 
punto 2 (2; 4). 


Fig. 103 


2311. | Qa—y) dx+xdy, donde C es el primer arco de la 
C 
cicloide x=a(—sent), y=a(1—cost) recorrido en el sentido 
del crecimiento del parámetro 2. 


2312. Í 2xydz—a*dy, tomándola a lo largo de los diferentes 
GA 
caminos, que parien del origen de coordenadas O (0; 0) y que 
finalizan en el punto A(2; 1) (fig. 103): 
a) sobre la recta OmaA; | 
bh) sobre la parábola OnA, cuyo eje de simetría es el eje OY; 
c) sobre la paráhola OpA, cuyo eje de sirmotría es el eje OX; 
d) sobre la línea quebrada OBA; 
e) sobre la línea quebrada OCA. 


2313. | 2xy dx -+a2dy, en las mismas condiciones que el 


ÓA 
probleraa 2312. 
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+-y) dr—(e—y)d a 

2314*., ¿Eu EN tomándola a lo largo de la cir- 

uy 

cunferencia 1?+4 y?= au? en sentido contrario al de las agujas del 
reloj. 


2315. | y dx+Yx dy, donde € es la mitad superior de la elipse 
E | 
r=acos tf, y= bsen t, quese sigue en el sentido de las agujas del reloj. 


2316. f cos y dí —sen x dy, tomándola a lo largo del segmento 
AB 
AB de la biscctriz del segundo ángulo coordenado, si la abscisa 
del punto Á es igual a 2 y la ordenada del punto B igual a 2. 
2317. pam , donde € es el lazo derecho de la lomnis- 
e rt+ y 
cata r2= a? cos 2, que se sigue en el sentido contrario al de las 
agujas del reloj. 
2318. Calcular las integrales curvilíneas do las expresiones 
diferenciales exactas siguientes: 


(2, 3) (3, 4) (131) 
a) | zdy+ydz,b) | zdr+ydye) | (24y) (dr+dy), 
(-i; 2) (0; 1) (0; 0) 
(2; 1) 
d) ES (por un camino que no corte al eje OX), 
(1; 2) 
(x: y) 
e) Í y (por un camino que no corte a la recta z+-y=0), 
en 
(xa; Y2) 
DOY eta+v( dy. 
(x1, ya) 


2319, Hallar las funciones primitivas de las expresiones 
subintegrales y calcular las siguientes integrales: 


(3, 0) 
a) | (2*44249) dr 4 (6r%y*— 5y1) dy, 
(-2; —1) 


(1, 0) 4 e 
h) | Tay—yaz 


Ea (el camino de integración no se corta con la. 


(0; —1) 
recta y=x), 
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(3, 1) 
c) | A (el camino de integración no se corta 
(1531) 
con la recta y = —12), 
(1, 1: 
z y 
d) | aterra .)w 


(0; 0) 


2320. Calcular la integral 


ia | zdx+y dy 
ViFAFR? 


tomándola en el sentido de las agujas del reloj, a lo largo del 
cuarto de la elipse + E=1, que se encuentra en el primer 


cuadrante. 
2321. Demostrar, que si f(u) es una función continua y C es 


un contorno cerrado «regular a trozos», la 


$7 (2? +y?) (2 dz + y dy)=0. 
C 


2322. Hallar la función primitiva Y, si: 
a) du=(22 + 3y) de + (32— dy) dy; 
b) du= (31? — 2xy + y?) de —(1?— 2xy + 3y?) dy; 


c) du=e*"[(1 +2 + y) dz + (1 —2—y) dy); 


dz dy 


E EST 


Calcular las siguientes integrales curvilíneas, tomadas a lo largo 
de curvas en el espacio: 
2323. | (y —2z)dx+(2—u)dy+(1—y)dz, donde € es una 


espira de la hélice circular 


T=AacOoSsft, 
y=aseni, 
z = bt, 


correspondientes a la variación del parámetro ¿ desde Ó a 2x. 
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2324, $ y dx+2zdy +xdz, donde € es la circunferencia 
C 


x=.HRcosucos lt, 
y = Recosa sen li, 
= FA sen a (a = const), 


recorrida en el sentido del crecimiento del parámetro. 


2325. | xy dx +y2dy + 2xdz, donde OA os el arco de la cir- 
DA 


cunferencia 12+y?4+z221=2Rx, 2=x, situado por el lado del plano 
XOZ, donde y>>0. 


2326. Calcular-las integrales curvilíneas de las diferenciales 
exactas siguientes: 
(6; 4; 8) 
a) l rdz+ y dy —z d2, 
(13 0; 3) j 
(a; b; c) 
b) yzdi+zxdy + 2y dz, 
(1; 1; 1) 
(3; 4; 5) 
c) dr +ydy+x2 dz 
ado) VAFIES 


4 
(AU: y) 
d) yzdi+zx dy +y dz 


a (el camino de integración está 


(1; 1; 1) 
situado en el primer octante). 
B. Fórmula de Green 


2327. Valiéndose de la fórmula de Green, transformar la inte- 
gral curvilinea 


I=YV2TFPdr+y [ey +10 (24 V32+9)] dy, 
Cc 


donde el contorno C limita un recinto £, 
2328. Aplicando la fórmula de Green, calcular 


de Aa dy, 
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dondo C es el contorno do un triángulo, cuyos vértices están en 
los puntos 4 (1; 1), B(2; 2) y C (1; 3) y que se recorre en sentido 
positivo. Comprobar el resultado obtenido, calculando la intogral 
directamente. 

2329. Aplicando la fórmula de Green, caleular la integral 


$ ey de aye dy, 
C 


donde € es la circunferencia 2?-+ y? RA?, que se recorre en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 

2330. Por los puntos A(1;0) y B(2;3) se ha trazado una 
parábola AmB, cuyo eje coincide con el eje OY, y su cuorda 
es AnB. Hallar la á 


$ (1 + y) dx — (1— y) dy 
AmBna 
directamonte, aplicando la fórmula de Green. 
2331. Flallar la ' ely d+ (1 + xy)dy], si los puntos A 
AmB 
y B están situados en el eje OX y el área, limitada por el camino 
de integración AmB y por cl segmento AB, es igual a Ñ 


196 A d DES = . 
2332*. Calcular la An - Examinar dos casos: 
+ 


a) cuando el origen de cuordenadas está fuera dol contorno C, 
b) cuando ol contorno rodea n veces el origen de coordenadas. 
2333**. Demostrar que si C es una curva cerrada, entonces 


d cos (X, n)ds=0, 
e 


donde s os la longitud del arco y n la normal exterior. 
2334. Valiéndose de la fórmula de Greon, hallar la integral 


1 = $ [zcos (X, n) + y sen(X, n)] ds, 
¿ 
donde ds es la diferencial del arco y n, la normal exterior al 


contorno C. 
2339*. Calcular la integral 


=> 
Y i+y >? 
C 
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tomada a lo largo del contorno del cuadrado que tiene sus vértices 
en los puntos A(1; 0), B(0: 1), C(—1;0) y D(0; —1), con la 
condición de que el recorrido del contorno so haga en sentido 
contrario al de las agujas del reloj. 


D. Aplicaciones de la integral curvilinea 


Calcular el área de las figuras limitadas por las siguientes 
CUPVAS: 


2336. Por la clipse z=acost, y =bsen £. 
2337. Por la astroide z==acos3df, y =a sen l, 
2338. Por la cardivide zx == a (2 cos 1 —cos 2t), 


y = a (2 sen t — sen 21). 


2339*. Por el Jazo del folium de Descartos 2*+y?*— 3azxy = 
= 0 (a >0). 

2340. Por la curva (x+ y) = axy. 

2344*. Una circunferencia de radio r rueda sin resbalar sobre 
otra circunferencia fija, de radio R, consorvándose siempre fuera 


R % p 
de ella. Suponiendo que — sea un númoro entero, hallar el árca 


limitada por la curva (epicicloide) que describe cualquiera de los 
puntos de la circunferencia. móvil. Analizar el caso particular en 
que r=kR (cardioide). 

2342*. Una circunferencia de radio r rueda sin resbalar por 
otra circunferencia fija, de radio J?, permancciendo siempre dentro 


de ella. Suponiendo que — sea un número entero, hallar el área 


limitada por la curva (hipocicloide) descrita por cualquiera de los 
puntos de la circunferencia móvil. Analizar o] caso particular en 


que r=h (astroide). 


2343. Un campo está engendrado por una fuerza de magnitud 
constante F, que tieno la dirección del semieje positivo OX. Hallar 
el trabajo de dicho campo, cuando un punlo material describe, en 
el sentido de las agujas dol reloj, el cuarto del círculo 1? 4 y3= 1? 
que se encuentra en el primer cuadrante. 

2344. Hallar el trabajo que realiza la fuorza de gravedad al 
trasladar un punto material de masa m, desde la posición 
A (2,; Ya; 21) hasta la posición B (x2; Yo; za) (cl ojo OZ está dirigido 
vorlicalmente hacia arriba). 

2345. Hallar el trabajo de una fuerza elástica, dirigida hacia 
el origen de coordenadas, cuya magnitud cs proporcional al ale- 
jamiento del punto respecto al origen de coordenadas, si cl punto 
de aplicación de dicha fuerza describe, en sentido contrario al de 
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las agujas del reloj, el cuarto de elipse + G-1 situado en el 


primer cuadrante. 

2346. Fiallar la función potencial de la fuerza R(X, Y, Z) 
y determinar el trabajo de dicha fuerza en el trozo de camino 
quo se da, si: 

a) X=0, Y =0, Z=-—mg (fuerza de gravedad) y el punto 
material se desplaza desde la posición A (x,, y¡, 24) a la posición 
B (tz, Ya, 22); 

b) Xt, Y = —+, ¿=-%, donde p.-.=const y 
r=Va+y2+2? (fuerza de atracción de Newton) y el punto mate- 
rial se desplaza desde Ja posición 4A(a, b,c) hasta el infinito; 

c) X= —k?x, Y = —k?y, Z= —k*z, donde k=const (fuerza 
elástica), estando el punto inicial del camino en la esfera 
a24 y24-22=R? y el final en la esfera 124 y24+28=r? (R >). 


S 10. Integrales de superflele 


í. Integrales de superficie de primer tipo. 
Sea f(x, y, z) una función continua y z=Q (7, y) una superficie regular $. 

La integral de superficie de primer tipo ropresenta de por sí el límite 
de la suma integral 


rn 
(A ym y, 22d8= lim Di ¿(21 ya 21) 45, 
Ju nN-=>00 
Ss ¿m1 
donde AS; es el área de un elemento ¿ de la superficie S, al que pertenece 
el punto (zi, Yi, 21); el diámetro máximo de estos elementos en que se' 


divido la superficie tiendo a cero. e 
El valor de esta integral no depende del lado de la superficie $ que se 


elija para la integración. : 

Si la proyección a de la superficio 5 sobre el plano XOY es uniformo, 
es decir, que cualquier recta paralela al eje OZ cortá a la superficie S en 
un solo punto, la correspondiente integral de superficie de primer tipo se 
puedo calcular por la fórmula 


| | j(a, y, 2aS= | l fo, y, pa NY +03 + v) dzay. 
Ss (0) 
Ejemplo t. Calcular la integral de superficio 


11 (1+y+2) 48, 


donde S es la superficie del cubo 0<z <1, 0<y<1,0<2 SÍ. 
Calculamos la suma de las integrales de superficie tomadas sobre la cara. 
superior del cubo (z==1) y sobre la cara inferior del mismo (z ==0) 
1 1 


1 1 . 4 41 
] V+u+10dz dy +! Ve) de dy e | O=+2y +14 dy=8. 
, 04 ¿ 
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Es evidente, que la integral de superficie que se husca será tres veces 
mayor e igual a 


' ' (x+ y+2) dS =9. 
S 


2. Integral de superficie de segundo tipo. 
Si P=P(x, y, 57 Q=Q(x, y, 2) y R=R(, y, 2) son funciones continuas 
y S*t es la cara de una superficie regular S que se caracteriza por la direc- 
ción de Ja normal n(cosa, cosf, cos y), la correspondiente integral de 
superficie de segundo tipo se expresa de la forma siguiento: 


l | P dy d24+-Q dz dx +R dz dy = ' | (Pcosa+ OQ cos B+R cos y) ds. 
S+ Ss 

Al pasar a la otra cara S” de la superficie, esta integral cambia su 
_signo por el contrario, 

Si la superficie Y está dada de forma implícita, F (z, y, 2)=0, los 
cósenos directores de la mormal a esta superficie se determinan por las 


fórmulas 
OT ES a COS a 9 
D oz” DOY CONE TD5D 


9F y2 OF y? FE 

DY (52) +(2) +(%) 

y el seno que se ponga delante del radical dede elegirse de acuerdo con la 
a 


cara de la superficio $ quo se tome. 

39. Fórmula de Stockes. Si las funciones P=P(xz, y,z), 
Q=0 (2, y, 2) y R=R(z, y, 2) tienen derivadas continuas y € es un con- 
cano ro que limita una superficie bilateral S, se verifica la fórmula 

e Stockes 


API+Qdy+ Rd 
Ce 
== ' l (E-3) cosa+ (¿E 32) cosp+ (FS) cos y | dS, 


donde cosa, cosf y cos y, son los cosenos directores de la normal a la 
superficie S, debiendo determinarse la dirección de la normal de tal forma 
que, desde ésta, el recorrido del contorno € se efectúe en sentido contrario 
al que siguon las agujas del reloj (en un sistema de coordenadas de mano 


derecha). 
Calcular las siguientes integrales de superficie de primer tipo: 
2347. YY (+4) dS, donde S es la esfera 22+y2422=a2. 
S 


donde 


> 


2348. Y Va+ y? dS, donde S es la superficio lateral del 


2 2 2 
cono rr 10<2<b1. 
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Calcular las siguientes integrales de superficie de segundo 
tipo: 
2349. YY uzdy dz+xzdzdx+xydx dy, donde S os la cara 
“gs 
oxtcrior de la superficie del tetraedro limitado por los planos 
2=0, y=0, 2=0, 2 +yA4z2z=a. 


2350. YA zdz dy, donde S es la cara exterior del elipsuide 


q2 y? za 1 
az To y2 7 


2351. | | z? dy dz y? dz da + 2? dx dy, donde S es la cara exte- 


rior de Ja superficie de la semiesfera 224 y? 4 22 = a (2:> 0). 

2352. Hallar la masa de la superficio dol cubo U<zx<l, 
Oxy<t, 0O<z<1, si la densidad superficial en el punto 
M(z; Y; 2) es igual a xyz. 

2353. Determinar las coordeuadas del centro do gravedad de la 
cápsula parabólica homogénea az=x*+y? (0<2 <a). 

2354. Hallar el momento de inercia de la parte de superficie 


lateral del cono =Y x2+y? 10< 2=:%] con respecto al eje OZ. 
2355. Valiéndose de la fórmula de Stockes, transformar las 
integrales: 


a) Ht?— yz) de + (y?— 22) dy + (2? — ay) dz; 
C 

b) $ y d1+2dy+2 dz. 
C 


Aplicando la fórmula de Stockes, hallar las integrales que se 
dan a continuación y comprobar los resultados calculándolas 
directamente: 


2356. 5y+2) dr+(2+x) dy + (2+ y) dz, donde € es la circun- 
ferencia PaN Yaiza, xoy+zz=0 
2357. $ (y—2) de+(2—x) dy + (2—y)dz, donde C es la elipse 
C 
A+py=1, 4-21. 
2338. judz+(0+y) dy +(2+y+2)ds, donde C es la curva 


T==4SONÉ, Yy=ACOSÍ!, 2Z=4 (sen £-+ cos £) [0 £< 21). 
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2359, $ y dx+2?2dy+x*dz, donde ABCA es el contorno 


ABCA 
del A ABC con los vértices en los puntos A (a; 0; 0), B(0; a; 0) y 
C (0; 0; a). 

2360. ¿En qué caso la integral curvilínea 


I=4$Pdx4Qdy+ Raz 
C 


será igual a cero, para cualquier coutorno cerrado C? 


$ 11. Formala de Ostrogradski-Gauss 


Si S es una superficie regular cerrada, que limita un volumen Y, 
y P=P(z,y, 2), Q=0(,y,2) y R=R(z, y, 2) son funciones continuas, 
junto con sus derivadas parciales de 1% orden, en el recinto cerrado V, se 
verifica la fórmula de Ostrogradski-Gauss 


oP 90 aR 
| | (Pcosa+0 cos p+R cos y) as =| | Ñ ( 77 7) ez dy de, 
8 (V) 

donde cosa, cos $ y cos y, son los cosenos directores de la normal exterior 
a la superficio $. 

Valiéndose de la fórmula de Ostrogradski-Gauss, transformar 
las siguientes integrales de superficie, sobre las superficies cerra- 
das S, que limitan el volumen V (donde cosa, cosf y cosy, 
son los cosenos directores de la normal exterior a la superficie $). 


2361. | | zy de dy + yz dy d2+ zx dz dx. 
S 


2362. ' l 2 dy dz + y? did +22 dxdy. 


S 
2363. | | % cos a-pycosf 42008 y yo 
a Y Fy3pan 


a) Ó 9 
2364. | | (35 cosa +3, cos +7 cos y ) as. 
S 
Valiéndose de la fórmula de Ostrogradski-Gauss calcular las 
siguientes integrales de superficie: 


2365. | | ai dy d+ y? dz dx+z*dxdy, donde S es la cara ex- 


terior de la superficie del cubo O <z<«a, 0<y <a, Ógz2 <a. 


2366. | l dyd:+ydzdr+2dxdy, donde S es la cara exte- 
3 


201016 
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rior de la pirámide limitada por las superficies r+y+2z=a, 
z=0, y =0, z=0, 
2367, ( ( 14 dydz+ y dz di+z2? dedy, donde S es la cara 


Ss 
exterior de la esfera x*-+ y? 4 22 =a2, 
2368. ' | (22coga + yicos p + 22c0s y) dS, donde S es la super- 


E 
ficic exterior total del cono 


ya 


zx? y? >” “- 


2369. Demostrar, que si S es una superficie cerrada y ? cual- 
quier dirección constante, 


y) cos (n, 1) dS =0, 


doude n es la normal exterior a la superficie £. 
2370. Demostrar, que el volumen V, limitado por Ja super- 


ficie S, es igual a 
e? 


V==>+ p | (cosa + y cos p +2 c08 y) ds, 
S 


donde cosa, cosf y cos y, son los cosenos directores de la normal 
exterior a la superficie £. 


$ 12, Elementos de la teoria de los campos 


49 Campo escalar y campo vectorial, El campo escalar 
so determina por una función escalar del punto u=f(P)=*f(z, y, 2), donde 
P (z, y, 2) es un punto del espacio. Jas superficies f(x, y, z)="C, donde 
C =const, se llaman superficies de nivel del campo escalar. 

El campo vectorial se determina por la función vectorial del punto 
a=a (P)=a (7), donde P es un punto en el espacio y r=zt-+yJ+zd es el 
radio vector del punto 2. En forma coordenada a. =axt+4+-a,d+ezk, donde 
Gg=0x(%, y, 2), 4y=4y(x, y, 2), 4,=4¿(x, y, 2), son las proyecciones del 
vector «a sobre los ejes de coordenadas. Las líneas vectoriales (lineas de 
fuerza, lineas de corriente) dol campo vectorial se deducen del sistema de 
ecuaciones diferonciales 


dz dy dz 


-— har 
A A A 


El campo escalar «y vectorial que no depende del tiempo ?, se llama 
estacionario, mientras que el que depende del tiempo, no es estacionario. 
22 Gradiente. El vector 
9U 


9U gu . e 
grad U (P) == di += 2 k= VU, 
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donde Y =14 + 3 HR $ . €s el operador de Hamilton (nabla), recibe el 


nombre do gradiente del campo U —=f(P) en el punto P (véase el cap. VI. $ 6). 
El gradiente está dirigido por la normal rn a la superficie de nivel en el 
punto P, en el sentido del crecimiento de la función U, y tiene una Jon- 


gitud igual a 
AV (E) +) +) > 


Si la dirección se da por el vector unitario l¿ (cosa, cos B, cos y), 
entonces 


gu ” 00 gu LN 
ay =8rad U.[=grad; 1 AO P+=377 008 y. 


(Derivada de la función U en la dirección 1). 
3%. Divergencia y rotor. Se llama divergencia de un campa 


vectorial «e (P)=axt4ayÍ +a¿te, el escalar 


Oa x 90 y da 4 


diva = dz o E VO, 


Recibe ol nombre de rotor de un campo vectorial a (P)=0xt +a,Í+a,k, 
el vector 


das  %y 0Ax da dy dax 
rota (| —— 2) + E-$) e a) k=VX«a. 


4. Flujo del voctor. Se denomina flujo del campo vectorial 
«(P), a través de la superficie $, en el sentido determinado por el vector 
unitario de la normal (cosa, cos f, cos y; a dicha superficio S, la integral 


'Ñ ands = yA tn d$ = 13 (a, COS 4 a, cos f-+ a, cos y) dS. 


St S es una superficie cerrada, que limita un volumen Y, y » es el vector 
unitario de la normal exterior a la superficio S, será válida la fórmula de 
Ostrogradski-Gauss,, cuya forma vectorial es 


AN An dS = | ' | div «+ dei dy dz. 


EN 
$ (Y) 


5%. Circulación dol vector; trabajo delcampo. La inte- 
gral lineal del vector a sobre la curva C se determina por la fórmula 


| edr= ' Ge ds ua | ts dz-+ay dy-ba de (1) 
E é 


y representa de por sí el trabajo del campo « a lo largo de la curva € 
(as es la proyección del vector « sobre la tangente a C). 


20* 
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Si la curva C es cerrada, la integral lineal (1) se llama circulación 
del campo vectorial « a lo largo del contorno C. 

Si la curva cerrada C limita una superficie bilateral S, se verifica la 
fórmula de Stockes, cuya lorma vectorial es 


$ adr— | | n rotadS — Ñ | (rot 4)n dS, 
Cc S “Ss 


donde » os el vector de la normal a la superficie S, cuya dirección deberá 
elegirso de tal modo, que para el observador que mire en el sentido de », 
el “recorrido del contorno C se efectúe en dirccción contraria a la que 
A Gien las agujas del reloj, cuando el sistema de coordenadas os de mano 
erecha. 

6%. Campo potencial y campo solenoidal. Un campo 
vectorial « (+) se llama potencial, si 


e+=grad [, 
donde U =f (7) es una función escalar (potencial del campo). 
Para que sea potencial un campo «a, dado en un recinto simplemente 


conexo, es necesario y suficiente que « sea irrotacioral, os decir, que rot 
a«=0. En esto caso oxiste un potencial €, que se determina por la ecuación 


dU =4x d1x7 ay dy + a, dz. 
Si el potencial Y es una función uniformo, se tiene adr=U (B)— 


A 
—U (A); en particular, la circulación dul vector « será igual a cero: 


$ adr=0. 
C 


Un campo vectorial e(r) se llama solenoidal, si en cada punto del 
campo la div a=0; en esto caso, el flujo del vector a través de cualquier 
suporficie cerrada será igual a cero. 

Si el campo es a la vez potencial y solenoidal, se tieno div (grad U)=0 
y la función potencial U es armónica, es decir, satisface a la ecuación 
de Laplace E A =0, o sea AY =0, donde AY 

9x2 gy? dz á j dx? 

ge ga 

arta os ol operador do Laplace. 


2371, Determinar las superficies de nivel del campo escalar 
U=f(w), donde r=Y 12 +y24-2% ¿Cuáles serán las superficies 
de nivel del campo U =P (p), donde p=V 2? + y? 

2372. Determinar las superficies de nivel del campo escalar 

2 
yaya" 

2373, Demostrar, que las líneas vectoriales dol campo vecto- 


rial a(P)=c, donde e es un vector constante, son rectas parale- 
las al vector e. 


O =arcsen 
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2374. Hallar las líneas vectoriales del campo a = — 0y ¿4 027, 
donde (w es úna constante. 

2373. Deducir las fórmulas: 

a) grad (CU +4 C,V) =C, grad U +4 €, grad V, donde C, y Cy son 
constantes; 

b) grad (UV) =U grad V +V grad U; 

c) grad (U?2) = 20 grad U; 

d) grad (y) 7 vgredO Jere”. 

e) grad (U) = y” (U) grad U. 

2376. Hallar la magnitud y la dirección del gradiente del 
campo U =x' 4 y3+23—3zxyz en el punto A (2; 1; 1). Determinar 
en qué puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje OZ 
y en cuáles es igual a cero. 

2377. Calcular el grad U, si U es respectivamente igual a: 


a) 1, b) 11,0) 70) 10) 0=VFFFF2). 


2378, Hallar el gradiente del campo escalar U =cr, donde ec 
es un vector constante. ¿Cuáles serán las superficies de nivel de 
este campo y cómo están situadas respecto al vector e? 


2379. Hallar la derivada de la función Y =54+%+5 en 


un punto dado Píx,y,z,), en la dirocción del radio vector r de 
este punto. ¿En qué caso esta derivada será igual a la magnitud 
del gradiente? 


2380. Hallar la derivada de la función UY =- en la dirección 


l (cos a, cosf, cos y). ¿En qué caso osta derivada es igual a cero? 
2381. Deducir las fórmulas: 
a) div(C,a,+Cx209) =C diva, + C2odivas, donde €, y € son 
constantes; 
. b) div(Ue) =gradU-e, donde e es un vector constante; 
c) div(Ua) = grad U-a+U diva. 


2382. Calcular la div (4). 


2383. Hallar la div a para el campo vectorial central a(p) = 
=f(1) 2, donde r=V 124 y +22. 

2384. Deducir las fórmulas: 

a) rot (C,a, + Coat) =C, rota, + Carotaz, donde €, y Cy son 
constantes; 


bh) rot(Ue) = grad U x c, dondo e es un vector constante; 
c) rot(Ua) = grad U x a +U rot a. 
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2389. Calcular la divergencia y el rotor del vector a, si a es 
igual respectivamento a: a) +; b) re y c) f(rje, dónde e es un 
vector constante. : 

2386. Hallar la divergencia y el rotor del campo de las velo- 
cidades linoalos de los puntos de un cuerpo, que gira con una 
velocidad angular w constante, alrededor del eje OZ en dirección 
contraria a la que siguen las agujas del reloj. 

2387. Calcular el rotor del campo de las velocidades lineales 
v=wXwr de los puntos de un cuerpo, que gira con una velocidad 
angular «w constante, alrededor de eje determinado que pasa 
por el origen do coordenadas, | 

2388. Calcular la divergencia y el rotor del gradiente de un 
campo escalar U. 

2389. Demostrar, que div (rot «)=0. 

2390. Valiéndose del teoroma de Ostrogradski-Gauss, demostrar 
que ol flujo del vector a =+r, a través de una superficie cerrada, 
que limita un volumen arbitrario y, es igual al triplo de este volumen. 

2391. Fallar el flujo del vector +, a través de la superficie 
total del cilindro 12247 y? <R?, 0<z <fT. 

2392. Hallar el flujo del vector a=xX4i+yj2k a través 
de : a) li perfici a << H; 

: a) la superficie lateral del cono FE <q» 0<z< H; 

b) la superficie total de este mismo cono. 
2393*. Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atrac- 


... mr. . . 
ción F= —-—7 de un punto de masa m, situado en el origen de 


coordenadas, a través do una suporficio cerrada arbitraria que rodca 
a dicho punto. 

2394. Calcular la integral lineal del vector r a lo largo de una 
espira de la hélice circular z=Rcost; y=Rsent; 2=ht, desde 
¿=0 hasta ¿=2x. 

2395. Valiéndose del teorema de Stockes, calcular la. circula- 
ción del vector a=x*y i++ j+zka lo largo de la circunferen- 
cia 124 y? =R?*; z=0, tomando en calidad de superficie el hemis- 
forio 2=Y/ R3—22— y?. 

2396. Demostrar, que si /" es una fuerza central, es decir, que 
está dirigida a un punto fijo O y depende solamente de la distan- 
cia rr hasta este punto: F=f(r)r, donde f(r) es una función 
uniforme continua, el campo será potencial. Hallar el potencial 
U del campo. 

2397. Hallar cl potencial U del campo de gravitación, que 
ongendra un punto material de masa m, situado en el origen de 


coordenadas: a= —3r. Domostrar, que el potencial U satisface 
a la ecuación de Laplace AU =0, 
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2398. Comprobar si los campos vectoriales que se dan a conti- 
nuación tienen potencial U y, si lo tienen, hallarlo: 


2) a= (5aty —42y) ¿+ (32? —2y) 4; 

b) a=y2H + 212j+zxyk; 

e) a=(yrdi+ (242) 4+(2+y)h. 

2399. Demostrar, que el campo central espacial a= f (r) r será 
solenoidal sólo cuando f (1) =>, donde k =const. 


2400. ¿Será solenoidal el campo vectorial a =r (e x r), donde e 
es un vector constante? 


Capítulo VIIT 


SERIES 


1. Series numéricas 


1% Conceptos principales. Una serie numérica 
ON 
A Sy Un (1) 
n=1 


se llama convergente, si su suma parcial 


Sn=01449+...+4p 


tiene límite cuando r » «0. El número 5=lim S, recibe el nombro de suma 
Ni ->00 


de la serie y la cantidad 
Ra=S—S$n =Gp41 H4n49+ >. > 


el de resto de la serie. si ol límite lim S, no existe, la serie recibe el 
Tl-+00 

nombro de divergente. 

Si la serie es convergente, el lim a, =0 (condición necesaria para la con- 

N=>00 

vergencia). Poro la afirmación inversa no es cierta, 

Para que la serio (1) sea convergente es necesario y suficiente que para 
cualquier número positivo e se pueda encontrar un /Y tal, quo para n>N 
y para cualquier número positivo p, se cumpla la desigualdad 


|an+i TF ln42 +.» Flnyp | < e 


(criterio de Cauchy). 
La conyorgencia 0 divergencia de una serie no se altera si añade o se 
suprime un número finito do términos. 
- 2, Criterios de convergoncia y divergencia de las 
series de términos positivos. 
a) l criterio de comparación. Si 0x< e, < bn, a partir do un 
determinado r==ng, y la serie 


(1... 
bi+b2H...Fón+th...= > br (2) 
n=1 
cs convergento, la serio (1) también será convorgente. Si por el contrario, 
la serie (1) es divergente, la serie (2) también lo será. 
En calidad de serics comparativas es muy cómodo tomar, en particular, 
la progresión geométrica 
009 
y ar (a0), 


n=0 
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que es convergente cuando |g|< 1 y divergente cuando |g| >, y la serie 
armónica 


Í 
rá 


3 
1 
helo 


que es divergente. 
Ejemplo 1. La serie 


1 1 1 1 
mita tata 
es convergente, ya que aquí 
1 1 
30 Ham > 


y la progresión geométrica 


00 


>> 


Na] 
1 
cuya razón es q ==-5, es convergente, 


Ejemplo 2. La serie 


In2  In3 Inn 
ARGOT 


ess 


es divergente, ya que su término general es mayor que el término 


correspondiente = de la sorie armónica (que es divergente). 


b) Il criterio de comparación. Si existe un lim $2 finito 
n-— 00 Bn 


y diferente do cero (en particular, si az, — by), las series (1) y (2) son con- 
vergentes o divergentes simultáncamente. 
Ejemplo 3. La serie 


E: t 
UI E pur o. 
es divergente, ya que 


lim (5 :7)=5 +0 
nooo N2n—1 " n 2 ; 
y la serie cuyo término general es _ es divergonto. 


Ejemplo 4. La serie 


1, 4 1 1 
a de AAA a AA 


314 Series 


es convergente, porque 


1 4 4 1 
Ja (75) 000 > 
y la serie cuyo término general es > es convergente. 


c) Criterio de D'Alembert. Cuando a, >>0 (a partir de ún doter- 
minado n=np) y existe ol limite 


lim Ar+1 
n»co “Un 


=( 
la serie (1) será convergente, si g < 1, y divergento, si q >1. Cuando qg=1, 


la convergencia de la serie queda sin esclarecer. 
Ejemplo 5. Investigar la convergencia de la serio 


1 3 ) 2n—4 
ITA 


Solución. Aquí 


¿n—1 2n+1 
e e a 
y 
h (2n+1)2% 4 + 1 
lim —L lia 5, => li =>. 
noo “Un a>o 241 (2n=1) 2 AP004 1 2 
An 


Por consiguiente, la serie dada es convergente. 
d) Criterio do Cauchy. Cuando e, >0 (a partir de un término 
determinado r=xp) y existe el limite 
lim Yan =39, 
N=>00 
la serie (1) es convergente, si g< 1, y divergente, sí g >1. En el caso en 
que g==1, la convergencia do la serie quode sin esclarecer. 
e) Criterio integral de Cuuchy. Si a, =f(n), donde la fun- 
ción f(x) es positiva, monótona decreciente y continua cuando z.>a>1Í, 
la serie (1) y la integral 


o09 


| f(x) dz 
a 
son convergentes a divergentes simultáneamente. 
Valiéndose del criterio integral se demuestra que la serie de Dirichlet 


a 1 
Y AF 6 


n=1 


es convergente, si p > 1, y divergonte, si p<Z1. La convergencia de muchas 
series se puede investigar comparándolas con la correspondiente serie do 
Dirichlot (3). 
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Ejemplo 6. Investigar la convergencia de la serie 


1 1 4 1 
, arar tot 
Solución. Tenemos: 
A OS PI A A 
"7 (2n—1)2n 4n2 1 4n? 
AS 


Como la serie de Dirichlet cuando p=2 es convergente, basándose en el 
11 criterio de comparación puedo afirmarse que la serie dada tambión es 
convergente. 

3", Criterio de convergencia de las series de térmi- 
nos positivos y negativos. Si la serie 


lajl+lal+-.-+Hleni4...> (4) 


formada por los valores absolutos de los términos de la serie (1) es con- 
vorgente, la serie (1) tambión es convergente y recibe el nombro do absolu- 
tamente convergente. Si por el contrario, la serio (1) es convergente, mien- 
tras que la (4) es divergente, la serio (1) se llama condicionalmente conver- 
gente. 

Para averiguar si la serio (14) os absolutamente convergente pueden 
emplearse para la serie (4) los ya conocidos criterios do convergencia de las 
series de términos positivos. Em particular, la serie (1) será absolutamente 
convergente, sí 


lim 


TL-+00 


a 


47+1 
n 


<to lim YTa|<i. 
n-—>00 


En el caso general, de la divergoncia de la serie (4) no se desprende la 
divergencia de la serie (1). Pero si ol lim £as4 [> o bien el 


E n>oo | lp 
. n ? . A . * - 
lim Y | an| > 1, entonces será divergente no sólo la serie (4), sino también 
n>o00 


la serie (1). . 
Criterio de Loibniz. Si para una serie alternada 
bi—b24+b3—b1+..-(0a > 0) (5) 
se cumplen las condiciones: 1) by >b2>b3>...: 2) lim b,=0, la serio (5) 


Nh => 00 
será convergente. ] 
Para el resto de la serie R,, en este caso, será válida la acotación 


j [Ral S Pn+1> 
Ejemplo 7. Investigar la convergencia do la serie 
n(n—1) 
2 y? 3 y? 4 y > n qn 
5) +) + +0 7 (53) + 


Solución. Tomamos la serie de los valores absolutos de los térmi- 
nos de la serie dada: 


E la) e 
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Como 
r n n 1 
li (557) tim — y A 
Va 


n 
la serie dada cs absolutamente convergente. 
Ejemplo 8. La serie 


TE E m4. A 
13 +3 .. Fl 1) OSA 


es convergente, ya que se cumplen las condiciones del criterio de Leibniz. 
Pero converge no absolutamente (condicionalmente), ya que la serie 


4 
o 


es divergonte (serie armónica). 

Obsysorvación. Para que las series alternadas sean convergentes, no 
es suficiente que su término general tienda a cero. El critorio de Leibniz 
afirma únicamento, que la serio alternativa converge si el valor absoluto del 
término general de la misma tiende a coro monótonamente. Por 
ojemplo, la serie 

e NE NE: CA! to 1 
A e A ir E 


es divergente, a pesar de que su término general tiende a cero (la variación 
monótona del valor absoluto de este término general, aquí, naturalmente, 


no se cumple). Efectivamente, en este caso Sor=Sk+S%, donde 
P 4 4 1 1 1 4 
o o E 


y el límite lim Si+00 (Sk es la suma parcial de la serio armónica), mien- 
R=»00 
ge : de 14 . e, 
tras que el lim Sh existe y es finito (Sk es la suma parcial de la progresión 
k—+00 
geométrica, que es convergente), por consiguionto, lim Saa =00. 
K>00 
Por otra parte, para que la serie alternada sea convergente, no es nece- 
sario que se cumpla el criterio de Leibniz, ya que la sorie alternada puede 
ser convergente, si el valor absoluto de su término general tiende a cero de 
forma no monótona. 
Así, la serie 


1 1 1 1 1 
E A O ES 


es convergente, y además absolutamente, a pesar de que el criterio de Lejb- 
niz no se cumple, puesto que el valor absoluto del término general de la 
serio, aunque tiende a cero, no lo hace monótonamente. 
4 Series de términos complejos. La serie que tiene por tér- 
mino genera lc,=a,-+ ¿ba (12=-- 1) es convergento si, y sólo si, son convergentes 
[a +] 


00 
simultáneamente las series de sus términos reales >> an y y by y en este 
n= Í n=1 
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caso, 


¿2 (a= Y tn+i 2 Bn. (6) 


n=1 


La serie (6) es indubitablemente convergente y se denomina absolutamente 
convergente, si converge Ja serie 


y ¡cn |= 3 Voa+6%, 


n—í 


cuyos. nos son los módulos de los de la seric (6). 
pe Ap dd con las series. 
2) Cada uno de los términos do una serie convergente puede multipli- 
carse por un número cualquiera k, es decir, si 


24 a+... Fean+...= 
ka, +has4--.. +k0p+...= 


b) Se entiende por suma (o resta) de dos Series convorgentes 


ada Pap Sp, (7) 
E OR (8) 
Ja correspondiente serie 
(0 +5) +(07 509 -+-..Hl0n Eb) + ...=8/+ 82 
c) Se llama producto de las series (7?) y sd la serio 
att +... Fent... (9) 


donde Cn = £4ba +asdbn.+.. . +4nDs (rn=1, 2, 

Si las series (7) y (8) son absolutamente convergentes, la goric (9) también 
lo será y su suma será igual a SySz. 

d) si una serie es absolutamente convergente, su suma no varía cuando 
se altora el orden de sus términos. Esta propiedad no tieno Ingar cuando la 
convergencia no es absoluta. 


Escribir la fórmula más simple del término enésimo de las 
siguientes series, de acuerdo con Jos términos que se indican: 


se tendrá 


; 1 1 
AOL. PF EE E A 2407. ntatarta dat 
1 1 1 1 1-3:5, 1-3-57 
202 FAA O AA 
2409. 11 pi1 pi o. 


: 4 
2408. AFA A j ] ; 
2440. 144 AA 


2404. Ri ce. 
2405. . 7 +3 3 Hat +. 


2406. a HE + 
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En los problemas N% 2411-2415 es necesario escribir los 4 é 5 
primeros términos de la serie, partiendo del término general a, 
que ya se conoce. 


3R — 2 1 
2411. An = EA 2414. ABRA 
24+80n > Cos nat 
212 0 a ELA 


2413. a = ELA. 


Investigar la convergencia de las series siguientes, valiéndose 
de los criterios de comparación (o de la condición necesaria): 


246. 14414 (— AA 
07 + (5) +9(5) +. e ($)+ 


2 4 nl 
2418, tE 2n +1 + 
1 4 1 (—4).+1 
2419, E a A . e. 
VIO pP10 Bi y 10 m MEET my 


4 1 4 1 
ARO. Foc 
A 
"ATA TIT Tia Ar 7 ce: 
Y A A O 


2423. A 0 

6 $ 4 4 4 

2424. +7 y “a” ¿ 
1.4.4 5 

2425, brete ru + e 
1,VY2., Y3 Y n 


2426. 


Valiéndose del criterio de D'Alembert, investigar la conver- 
gencia de a ec 


CES E US 


y 
d 2.5 , 2.5.8 2-5:8 ... (3n-—1) 
2428. + 3153 ST: +53 E (na Y Eo 


3n— 1 
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Valiéndose del criterio de Cauchy, investigar la convergencia 
de las series: 


2429, 


2430. 


A 
HA > 


Investigar la convergencia de las siguientes series de términos 


positivos: 


2431. 
2432. 
2433. 
2434. 
2435. 
2436. 


2437. 


2438. 
2439. 
2440. 
2441. 
2442, 
2443. 
2444. 


2445. 


A 
1,4 ,4 4 
F+t3+g+ o AT a 
O: UE 4 dí 
TATI EGr—2Br+1 ' *' 
1 4 9 y? 
EC ER 2924 Aj 
4 2,3 R 
PE UE 
3 5 7 ¿n 4-1 
taa tato RFP Te: 
3 612, (913 3n y» 
HA 
1 3 n 

32,5 712 2n+41 12 

(7) +7+ (5) 7 + (571) E 
1,8, 27 s 
ión Br += 

2, 4 gn— 

lo tr + A 

11 2! 3) n! 
A e 
142,4 ay 

tartar ea =prt 


1.,.4-3, 4-35, 1-3-5... (Qr—1) 
IPZIEBT IBA Y BA A q 


(292 , (312 (1)2 
ÓN O TN 70 


1000-1002 1000 -1002-1004 
10004 1 ARA Ae 


y 1000-1002-1004 ... (098 + 2n) 


4:4:7... (3n—2) 


a 
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4 4.5 4- 
2447. ella TEE 10. 


14d, to E 21 
2448. 7 le 


+... 


1.4 
2449. 1 + == E a JUN eS 
a 1 
2450. Z EVE A 
a 4 
2451. e sen 7 + 
n=1 


2452, Y) In (1++3). 


2453. y ln HE. 
1 
2454. S am * 
2455. Y — 
2456. Y) 


2457. Y, 


n=2 


r-«Inn-InInn ” 
2458. D) => 
n=2 


2469. Demostrar, que la serie z 


ES 


. (6n — 7) (Gr — 4) 


ora rover 


.. (4n— 3) 
=2) (4n —2) ms 


1.11-21... (102— 9) 
“En— MM] ds 


14-9...22 


2459. 


2460. 


2461. 


2462. 


a 


2464. 


2465. 


2466. 


2467. 


4-9 
o AN EA a ra 


S == 
E, VraMm+0 

A: PAS 
VamtD(+2) 


y” ln . V nlon-+Yln3n 


4] 


3 
le 
' 
> 
| 
SS 
3 


3 
il 
N 


Ya 
¿ En—1) (5 Yr—1) 


Ju 


MeiMeiMas 
seo 
pa 
| 
ez] 
O 
uv 
el 


> 
Y 
3 


3 
Vai Ma 

IES 

El 


3 
el 


2468*, Y EL. 


n=1 


np? Ln n * 


Series numéricas 


TD 


321 


1) es convergente, cualquiera que sea q, si p>>1, y cuando 


q>i, si p=1; 
2) es divergente, 
qa<i1, si p=1. 


cualquiera que sea q, si p< 4, y cuando 


Averiguar la convergencia ¿de las siguientes series alternadas. 
Si son convergentes, comprobar si lo son absoluta o condicional- 


mente. 
2470. 1—=+ O 
2471. 1 75 + 757 + 
2472. A 
A 
ATA IEA 
ni4n 

AT. IAEA LE 
2476. REY TUE EY ET 

E AT 
A E E 
e 
dis Toto 47 > A > sar FS Le 
2480. Tni0 EN rr ES 
2481. y (yr, 

n=1 

2482. s (4 ez 


n=1 


2483. Cerciorarse de que el 


criterio de 


convergencia de 


D'Alembert no resuelve el problema del esclarecimiento de la 


21—1016 
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00 
convergencia de la serie )) a,, donde 
n=1f 


9h == -1 


mientras que con ayuda del criterio de Cauchy se puede comprobar 
que esta serie €s convergente. 

2484*. Cerciorarse de que el criterio de Leibniz no es aplicable 
a las series alternativas a) —d). Comprobar, cuáles de estas series 
son divergentes, cuáles convergentes condicionalmente y cuáles 
absolutamente convergentes: 


1 1 1 1 1 1 
Mi Vi Y aa Ya 
1 


Uokh—¡ — (k = = 1, 2, 5), 


1 
(az Cer 24 sr) , 
1,14 4,4 o 4 
ARA E 
1 
(02 tE? har = —5) , 
1 4 1 1 1 
Y ri+7-3+t4-y+ 
1 1 
(ma =3= q) La —= 23) - 


Investigar la convergencia de las siguientes series de términos 
complejos: 


2485, Y LEE. 2489. Y ——. 
n=1 : n=1 Yn+i 
2486, y LEE, 2490. Y ——. 
3 2 (+1) Va 
IA S 1 
2487. Lua A 
ja n (244 q» 
2488. ye 2492. y a) 


n=1 
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2493. Entre las curvas y=-> e y=>+, a la derecha de su 


punto de intersección, se han construido segmentos paralelos al 
eje OY' y que guardan entre sí distancias iguales. ¿Será finita la 
suma de las longitudes de estos segmentos? 

2494. ¿Será finita la suma de las longitudes de los segmentos 


z : 1 
de que se habla en el problema anterior, si la curva y ==] Se sus- 


tituye por la curva y=2? 


2495. Formar la suma de las series >, Ll y 2 E. 
n= 


1 n=1 
¿Será convergente esta suma? 


2496. Formar la diferencia de las series divergentes 


n=1 


pe 
2n— ( 


oo 
1 , : , 
y y 37 * investigar su convergencia. 
n=1 


2497. ¿Será convergente la serie que resulta de restar la serie 


00 co 
1 4 ; 1 
—? 
> 2 =1 de la serie S il 
n= 


n=1 
2498. Buscar dos series tales, que su suma sea convergente 
y su diferencia divergente. 


2499. Formar el producto de las series > Va y > PE 
n=1 


Este producto ¿será convergente? 


: 1 1 1 2 

2300. Formar la serie (+ +++ E E .) . ¿Será 
convergente esta serie? 

4 1 — 1)" 

2501. Se da la serie Aba sol q -.. Apre- 
ciar el valor del error que se comete al sustituir la suma de esta 
serie por la suma de sus cuatro primeros términos y por la suma 
do sus cinco primeros términos. ¿Qué puede decirse de los signos 
de estos errores? 


2502*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 


AAA 


por la suma de sus rn primeros términos. 
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2503. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 


1 1 1 
a 


por la suma de sus nr primeros términos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximación cuando n= 10. 

2504**, Acotar el error que se comete al sustituir la suma de 
la serie 


A 


por la suma de sus r primeros términos. En particular, acotar 
la exactitud de esta aproximación cuando »r = 1000. 
2505*. Acotar el error que se comete al sustituir la suma de- 


la serie 
e 
por la suma de sus n primeros términos. 
2506. ¿Cuántos términos de la serie >) a hay que tomar 


fe] 
para calcular su suma con exactitud desde 0,01 hasta 0,001? 


2507. ¿Cuántos términos de la serie >) DES hay que tomar 


=1 
para calcular su suma con exactitud hasta 0,01, 0,004 y 0,0001? 
2508*. Hallar la suma de la serie 
4 1 1 1 
titi retar ppt 


2509. Hallar la suma de la serie 


Vip YD AV VOY Y e 


S 2, Serles de funciones 


4% Campo de convergencia. El conjunto de los valores del 
argumento x=, para los que la sorie de funciones 


loft... HÍn (+... (1) 
es convergente, se llama campo de convergencia de esta serie. L función 
S (2) = lim S, (2), 

N-=»00 
donde Sn (12) =f, (2)+ fo 9 REI fe (2 y z perteneco al campo de conver- 


goncía, recibo el nombre de suma a serio, y An (1) =8S (2) —Sn (2), el de 
resto de la serie. 
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En los casos más simples, para determinar el campo de convergencia 
de la serie (1) basta aplicar a esta serie los conocidos criterios de conver- 
gencia, considerando zx fijo, h 

Ejemplo 1. Determinar el campo de convergencia de la serio 


6 2 3 n 


Solución. Designando por medio de uy el término general de la 
serie, tendremos 


lim L2n+gd tim AA LEA 
NS ES E 


Basándose en el criterio de D*Alembert se puede afirmar que la serie es 
convergente (y además absolutamente convergente), si Ll a, es decir, 


du. cona dd 


Fig. 104 


si —3<z2<lÍ; la serio es divergente, si 1421 > t, es decir, si —00< 
<i<—3 0 si i<z<oo (fig. 104). Cuando z=141 se obtiene la serie 
armónica IEA GA que es divergente, y cuando z=-—3, la serie 


—1 ++ .«., que (de acuerdo con el criterio de Leibniz) es convergente 


(pero no absolutamente). 
Es decir, la serio converge cuando —3<x<l. 


2%. Series de potencias. Para toda serie de potencias 
coros (1—a) + eg(z— a+... + en (1—ayr+... (3) 


(cr y a son números reales) existe un intervalo (intervalo de convergencia) 
jz-a|<R con centro en el punto z=e, en cuyo interior la serie (3) 
es absolutamente convergente; cuando |z-—-aj >R la serie es divergente. 
El radio de convergencia R puedo ser en casos particulares igual a 0 y a oo. 
En los puntos extremos dol intervalo de convergencia =4a + R puedo tenor 
lugar, tanto la convergencia, como la divergencia de la serie de potencias. 
El intervalo de convergencia se determina generalmente por medio de los 
criterios do D'Alembert o de Cauchy, aplicándolos a la serie formada por 
los valores absolutos de Jos términos de la serio dada (3). 
Aplicando a la serie de log valores absolutos 


Iepl+Hle]fr—al+...Pienflz—alr+... 
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los criterios de D'Alembert y de Cauchy, obtenemos respectivamente las 
siguientes fórmulas para el radio de convergencia de la serio de potencias (3): 


4 : Cn 
= —_—_—= y R=lim 
lim Y] cn | noo | Cn+1 
nN— 00 


Nou obstante, hay que empleaurlos con mucha precaución, ya que, frecuen- 
termento, los límites que figuran en los segundos miembros de ustas fórmu- 
las no existen. Asi, por ejemplo, si un conjunto infinito de coeficientes 
C, Se anula (lo que, en particular, ocurre cuando la serio consta solamente 
de términos do potencias pares, o solamente de potencias impares de (z—a)), 
no se pueden emplear las fórmulas indicadas. Debido a esto, se recomienda 
que al determinar el intervalo de convergencia, se emplee el criterio 
de D'Alembert o el do Cauchy «directamente, como se hizo más arriba al 
investigar la serie (2), sin recurrir a las fórmulas generales de determinación 
dol radio de convergencia. 
Si z=x-+iy es una variable compleja, para la serie de potencias 


co Ey (220) +2 (220 4... en (82) +... (4) 


((a= 4n +ibny 2p==%p + io) existe un determinado círculo (círculo de conver- 
gencia) [z—z9| <H con el centro en el punto z=2¿, en cuyo interior la 
serie cs absolutamente convergento; cuando |z—z¿|>R, la serie es diver- 
gent: En los puntos situados en la misma circunferencia de esto circulo 
o convergencia, la serie (4) puede ser tanto convergente como divergonte. 
El círculo de convergencia so dotermina, generalmente, valiéndose de los 
criterios de D'Alembert o de Cauchy, aplicados a la serie 


Icol+la1-12=z014+1c21-12—201P+... +) cn]: lz—z0PP+..-.> 


cuyos términos son los módulos de los de la serie dada. Así, por ej., 
utilizando el criterio de D'Alembert es fácil obsorvar de que el círculo de 
convergencia de la serie 


21, (241 , (2-41) (4 1y 
A E ADA e ÓS 


está determinado por la desigualdad |z4-1|<< 2 (basta repetir las operacio- 
nes quo se hicieron en la pág. 288 para determinar el intervalo de convor- 
gencia de la serie (2), y sustituir z por z). El centro del círculo de conver- 
gencia está on el punto z=—A, y el radio R de este círculo (radio de 
convergencia) Os igual a 2. 

3”. Convorgencia uniforme. La sorie de funciones (1) converge 
uniformemente en un intervalo determinado, si para cualquier e >U 
ye puede hallar un ¿Y tal, que no depende de z, que cuando 2 > N, para 
todos los valores do zx del intervalo dado, se cumple la desigualdad 
| Rn (2) | < e, donde R, (x) es el resto de la seric dada. 

Si [| fa(23l <en(n=1, 2, ...) para a<zx<b y la serie numérica 


» Cn €s convergente, la serie de funciones (1) será absoluta y uniforme- 
n=1 
mente convergente en cl segmento [a, 5] (criterio de Weterstrass). 
La serio de potencias (3) converge absoluta y uniformemente en cual- 
cg segmento situado dentro de su intervalo do convergencia. La serie 
o potencias (3) se puede derivar e integrar término a término dentro de su 
intervalo de convergencia (cuando | r—a|< R), es decir, que si 


cate (ra) e (aa +. ben (a) r+...=1 (2), (5) 
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entonces, para cualquier x del intervalo de convergencia do la serie (3) 
tenemos: 


e +2c2 (28) +... + ntp (aa... =]' (2), (6) 
| cg lr + | e, [z—4) dx4- | colz—a d+... | Cp [1—aMadr+...= 
0 xo x0 Xx0 


oo Xx 
a Y 6 A la) da (7) 


n==0 x0 


(el número zp también pertenece al intervalo de convergencia de la serio (3)) 
Además, las series (6) y (7) tienen el mismo intervalo de convergencia que 
la serie (3). 


Hallar el campo de convergencia de las series: 


2510. Y G. 2518. Y 7: 
n=1 n=1 
S E: 2510 Y 1 
2511. (1 G-> 2519. > up” 
n= n=1 
2512 y (ay 1 2520 S Y 
ES E pix ” Í ii 
SS E sen (2n-—1) z es a 2n 41 
2313. 2 . 2321, 2 FAA 
2514 y 2” sen = 2522 5 
] E ; rn: 3% (1—51' 
n=( n-— 
2515, y EZ. 2523. Y =. 
nx) n=i Y 
2516. D) (— 1)"H1e-nsenx, 2524. Y (+23). 
n—0 n=1 
2517. Y E. 25%. Y q”. 
m1 n=-1 


Hallar el intervalo de convergencia de las siguientes series de 
potencias e investigar la convergencia en los extremos de dicho 


intervalo: 
2526, Y a”. 
n0 
27. Y 2 
n=1 
2528. Y) y 
n=1 
; Z 2Mrizan=1 
2529. Y a E 
n=1 
2530, y CHEZ 
nel 
SI (a+ 1)527n 
2531. 2 1 
2532. >, (—1)”(2n+ 1)%7" 
n=( 
g 2 
2533. > n 
n=1 
2534. y nlzx”. 
n=1 
2535. Y 5 
n==1 
A Ss n 2n-1 
2536. 2) (5 y 7) e ds 
2537, Y 3Wgn 
n==() 
é ES R x yr 
05. Y 73) 


Series 


2539. y ==. 
n=» 
gu—1 
2540. >; n-3P.lon ' 


2541. s qn! 


nel 
2542, >) nlar. 
n=1 


00 np? 
2543. Y) q 


nl 
os ya 
hs 4 
A 
2544 o qa » 
n=1 


2545. $, (— 


n=1 
sl (x— 3)" 


n=1 
y: 
SS 


a 


y (1-—5)” 
n-3n ” 


Lon 


2546. 


(z ni (249 
n» “pq 9 


2547, 


2548. Y (iy EE. 


2549. y ERA 


pa 
mb 


S n” (14 3)”. 
nl 
2 


n=1 


250. 


(aq 5pan 


2551. Y LE. 
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2552. 2 Ba 


2n-1)2M(z-14)" 


2558. OA Á 


ni 


2554. y A 


py 
e 


O (44 
2000, 2 CARTA 
n= 


ps (2 — 3)27 
2390. 2 AFD AFD" 

E n (1— 2)” 
27 IO OT 


| 
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SA 
2558, y) LEE 
n=Í 


2559*. y (1 44)" (2—4)". 


n=1 


S (2n — 1) (+ 1)" 
2560, ) LEX. 


n= 1 
2561. Y (492222 a — 2)". 
n=0 


A (3n—2) (2—3)" 


52 A 
n=( 


a 4 yr (x — 3)” 
sd pa Vio Vari 


Determinar el círculo de aa 


2564. > ¡nzr 


n=( 


2569. y (1 ni)z”. 


r=0 


2566. y £- E 


n=1 


¿2n 


2567. E 


n=0 


2568. (1+ 2) + (1420) (3+ 2) z>+... 


-+(1+2) (3421)... 


z2 


2569. 14 


2570. 2 (e a. 


2N 
“PATATA. 


(24420 


IP ADAA 


TS 


2571. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos- 
trar que la serie 
Y E A E di E 
no converge uniformemente en el intervalo (—1, 1), pero es uni- 
formemente convergente en cualquier segmento situado dentro de él- 
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Solución. Utilizando la fórmula de la suma de la progresión geo- 
métrica, para ]z|< 1 obtenemos 


Ra (2)=1214 20H 4... == 
Tomemos el segmento [—1+a«, 1—«)], dentro del intervalo (—t, 1) 
donde a es un número positivo tan pequeño como se desce. En este segmento 
iz <i—a y [1-—|>a y, por consiguionte, 


14 —gy+1 
Ant. 
Para demostrar la convergencia uniforme de la serie dada en el segmento 
[—1+0, 1— a], hace falta probar que para cualquier £3>0 se puede hallar 
un Y tal, que dependa exclusivamente de e, y que para cnalquier n >N 
se iS la desigualdad | R, (x)|<<e para todas las z del segmento 
examinado. 


— gq ya+tl 
Tomando cualquier £>>0, hacemos que A de donde 


(1 —a)”+1 < za, (n+1) ln (1- a) < In (ea), es decir, n +1 > AS 
In(i—a)<0 yn > A Tomando, de esta forma, N= 
a —1, nos convencemos de que, efectivamente, cuando n >, se 
verifica la desigualdad | Ra (1)] << e para todas las zx del segmento [—t+au, 
1í—«a)] y, por consiguiente, queda demostrada la convergencia uniforme de 
la serie dada en cualquier segmento situado dontro del (—1, 1). 


En lo que se rofiere a la totalidad del intervalo (—1, 1), éste contione 
puntos tan próximos como se desee al punto z=1, y como lim R, (1)= 
x>1 


(ya que 


qa+l 
== lim 

1 iz 
para los quo R, (7) será mayor que cualquier otro número, tan grande como se 
deseo. Por consiguiente, es imposible elegir N tal, que para n >. se 
verifique la desigualdad |R, (x)|<e en todos los puntos del intervalo 
(—1, 1), lo que quiero decir, que la convergencia de esta serie en dicho 
intervalo (—41, 1) no es uniformo. 


2572. Partiendo del concepto de convergencia uniforme, demos 
trar que: 


a) la serie 


=00, por grande que sea r, siempro se pueden hallar puntos zx 


2 zr 
1 Ea 5 “q... =; — , ..*.0..o 
Fi tar Papr 
converge uniformemente en cualquier intervalo finito; 


b) la serie 
qe zi As 1720 


— 1)" 
FAO n 


converge uniformemente en todo el intervalo de convergencia 
(—1, 1); 
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c) la serie 
4 da 
io A pas + A 

converge uniformemente en el intervalo a +-8, 00), donde Ú es un 
número positivo cualquiera; 

d) la serie 

(110 + (4—2 + (Ba) (PA ps 

es convergente, no sólo dentro del intervalo (—1, 1), sino también 
en los extremos del mismo, pero la convergencia de la serio en el 
intervalo (—4A, 4) no es uniforme. 


Demostrar la convorgencia uniforme de las siguientes series de 
funciones en los intervalos que se indican: 


2573. NE en el segmento [—41; 1). 


n=—/ 


Cy sen 2z y a 
2574. >) —=— en todo el eje numérico. 
n=1 
2575. Y (a E 
e 


Valiéndose de la derivación e integración csimivo a término, 
hallar las sumas de las series: 


en el segmento [0, 1]. 


2576. A 


3 
ST AA AAN 
z3 q y2n-—1 
2578. ÓN ... a 
2579, 1 o En e E 


2580. 14-224 3224 ...+(n4+41) +... 

2581. 1— 322452... +(— 10" (Pn—1) 1224... 
2582. 1-24+2-324-3-4224 ...Ppn(n4+41)11+... 
Hallar a SUunias bo las series: 


2583. += + peo rate 
qin-3 


2584. O O ; -cZn—3 3 A... 
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E A (— 1901 
A dr ad rt 
2n—1 


1 3 5 
2386. Fa o ia 


$ 3, Serle de Taylor 


1. Desarrollo de una función on serio de potencias. 
Si una función f(x) admite un desarrollo en serie de potencias do z—a en 
un entorno |[z—a|< R del punto a, esta serie (serie de Taylor) tendrá la 
forma: 
f" (a) 


a=10+1 0) 5-04 ac ta 4) 


Cuando a=0, la serie de Taylor recibe también el nombre de serie de Ma- 
claurin. La igualdad (1) es cierta, si para |z—a|< R el término complemen- 
tario de la fórmula de Taylor 


o 
Ralo=p(0-[ 104) E 2-0] => 0 


h=1 


cuando n —> os, 
Para acotar el resto de la seríe se puede emplear la fórmula 


(2—ay?+! 


Rn =D fA+D (a +0 (z-—-a)l, donde 0 < 8 < 4 (2) 
(forma de copan: 
Ejemplo 4. Desarrollar la función f(z)=ch zx en serie de potencias 


Solución. Hallamos las derivadas de la función dada f(z)=ch z, 
f'(13=xhzx, $” (2)=ch zx, $7” (2) =shx,...; en general, (7 (x) =ch z, si n es 
T, y [((x)=sh zx, si n es impar. Poniendo 4«=0, obtenemos: f(0)=1, 
F' (0)=0, f”"(0)=4, f”(0)=0 ...; en general, (7 (0)=1, si n es par, y 
[f(11(0)=0, si n es impar. De donde, basándonos en (1), tenemos: 


Tr 
dal Art (3) 
Para determinar el intervalo de convergencia de la serie (3) empleamos el 
Criterio de D'Alembhert. Tenemos: 
. q2n+2 gar q? 
A e E TO 
para cualquier x. Por consiguiente, la serie es convergente en el intervalo 


OSO El resto de la serie, de acuerdo con la fórmula (2), tiene la 
orma 


ya+l 

Rn =p A Ox, si n es impar, y 
¿n+1 

Ra, (1) = m0) sh Oz, si rn es par. 


Como 0 >8 > 1, tendremos 


e0r y, ¿=0x 


ha 
3 <eM", |sh0zx|= 


|ch 0x|= - 


—$x 
> x 
se ) 
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MEA 
por lo cual [| R, (2)] < AE en, 


rn 
A es convergente para cualquier z (lo que cs fácil de comprobar valién- 


dose del criterio de D'Alembert), por lo que, de acuerdo con el criterio 
necesario de convergencia 


La serie cuyo término general es 


y E 
A 


y, por consiguiente, lim R, (z)=0 cualquiera que sea z. Esto significa, que 


= , 


n-— 
la suma de la serie (3), para cualquier x, es efectivamente igual a chz. 
2. Procedimientos que se emplean al desarrollar en 
sorie de potencias. 
Valiéndose de los desarrollos fundamentales 


3 n 
L, e er +. (—-o0o<z<oo), 


z qd q gan+l 
II. sen lesa TR TS ENT + HW" Fr «(0 <z< OD), 


Marido 
. 2) 4) .... (2n)! ... Uy 


IV. O 


m(m—1) ... (n—n+1) 


n) 


V. ln A q (—1<z<0), 


de TN LE 


y de la fórmula de la suma de la progresión geométrica se puede, en muchos 
casos, obtener fácilmente el desarrollo de una función dada en seric de 
potencias, sin que haya necesidad do investigar el resto de la serie. A veces, 
al hacer el desarrollo, es conveniente utilizar la dorivación o integración 
término a término. Cuando se trate de desarrollar on serie de potencias fun- 
iS racionales, se recomienda desarrollar dichas funciones en fracciones 
simples. 

Ejemplo 2. Desarrollar en serie de potencias de z**) la función 


3 
NO= ATAR * 


Solución. Desarrollando la función en fracciones simples, tendremos: 
1 2 
MS 


*) En los extremos del intervalo de convorgencia (es decir, cuando 
z= —41 y z=1) el desarrollo IV se comporta de la siguiente manera: si 
m'>0, converge absolutamente en ambos extremos; si 0 >." >—1, diverge 
cuando r= —14 y converge condicionalmente cuando r=1; si m <—1, diverge 
en ambos extremos. 

**) Aquí, lo mismo que en lo sucesivo, se sobreentionde «potencias 
enteras y positivas». 
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Como 
4 00 
TB Sra. Dan (4) 
n=0 
y 
4 30 
pa 1 +... Y (479 22%, (5) 
nu () 
en definitiva tenemos, 
(3)= ) 242 Y (-992M4= Y [14(—1)9 29+1] am, (6) 
n—( n=0 n=0 


Las progresiones geométricas (4) y (5) son convergentes respectivamente 
cuando [2]<4 y |z|< + Por consiguiente, la fórmula (6) os cierta 


cuando [2 [<= es decir, cuando <<. 
3. Serie de Taylor para funciones do dos variables. 


El dosarrollo de una Alo de dos variables f(x, y) on la serte de Taylor. 
en un entorno del punto (e; b), e la forma 


Ho 1-1 947 | a) +03] 10 0437 [a 


+03, (a 94. .+ [0540 p 21 fa, d)+... (7) 


Si e=b=0, la serie de Taylor. se llama también [serie de Maclaurin. En 
este caso, se usan las siguientos notaciones: 


Of YE m y) 


[6-9 +0-093) 10092120] aL 
y=b ysb 
2 
[co +05] 1059-50] aa 
y= 
2 2f" ? 
2 Led l- A 
y=b y=b 


lvl desarrollo de la serie (7) tiene lugar, si el rosto de la serie 


rn 
1 Ó 
Rate 0=H(20+L Ha, + Dr [e-07+o- 97] 10,5) 0 
cuando nr —> co. El resto de la serie puede representarse en la forma 


1 y g 1n+1 
Ral == | 6-0) ¿+05 37 ] atea” 
y =b+0(y-—b) 


donde 0<8< 1. 
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Desarrollar en serie de potencias enteras y positivas de zx las 
funciones que se indican a continuación, hallar los intervalos de 
convergencia de las series obtenidas e investigar el comportamiento 
de los restos de las mismas: 


2587. a* (a >0). 2589. cos (1+a). 
> 2590. sen? z. 
2588. sen (7 +77). 2591*. In(24+2). 


Utilizando los desarrollos fundamentales 1—V y la progresión 
geométrica, escribir el desarrollo en serie de potencias de zx, de las 
siguientes funciones e indicar los intervalos de convergencia de 
ellas: 

2592, 2r—3 2398. cos? z, 


=p" 2599. sen 3x + z cos 3z. 


JD 
O 2600. pz 
2394, xe”** 2601. - 1 
2395. ex? Y 4— 72 
R ie 
2596. sk z. 2602. Ini— - 
2397. cos 2. 2603. ln (1 +x—2x%3). 


Aplicando la derivación, desarrollar en serie de potencias de z, 
las siguientes funciones e indicar los intervalos en*que dichos 
desarrollos tienen lugar: 

2604. (1+2)ln(1+2). 2606. arcsen z. - 


2605. arctg x. 2607. In(z+V1+x>. 

Valiéndose de diferentes procedimientos, desarrollar en serie de 
potencias de zx, las funciones que se dan a continuación e indicar 
los intervalos en que dichos desarrollos tienen lugar: 


2608. sen? x cos! x. 
2609. (1+paJe”. 2616. da e 
2610. (1+e*). 

2611. Y 87. 2617. 


en) 


IS dx. 
a—3r+1 

2612. HO 

2613. ch z. 


í 
2614. . 
4—21 2619. 


2615. In (124 3x1 +2). 


2618. USAS 


7 


A ER 
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Escribir los tres primeros términos diferentes de cero, de los 
desarrollos en serie de potencias de r de las siguientes funciones: 


2620. tg x. 2623. sec z. 
2621. th z. 2624. Incos z. 
2622, etosx, 2625. e* sen z. 


2626*. Demostrar, que para calcular la longitud de la elipse se 
puede utilizar la fórmula aproximada 


s =2na (1 — q) : 
donde e es la excentricidad y Za el eje mayor de la elipse. 
2627. Un hilo pesado suspendido por sus AOS forma, por 
. » tí 
su propio peso, la catenaria y=ach= , Siendo EN donde H es 


la tensión horizontal del hilo y q el peso de una unidad de 

longitud del mismo. Demostrar, que para valores pequeños de x, 

puede admitirse, con aproximación hasta una cantidad del orden 
2 

de x*, que el hilo cuelga formando la parábola y=4+>3 A 


2628. Desarrollar la función 2x%--212%—5r-—2 en serie de 
potencias de z+4. 

2629. f(1) =5x4—42?—31+2. Desarrollar f(x+%A) en serie de 
potencias de h. 

2630. Desarrollar Inx en serie de potencias de z—-4. 


2631. Desarrollar — en serie de potencias de z—A. 
2632. Desarrollar NN en serie de potencias de +1. 
tí 


2633, Desarrollar mE Fr en serie de potencias de z+4. 
1 ¿ : 

2634. Desarrollar AF TT en serie de potencias de 7+2. 

2635. Desarrollar e* en serie de potencias de x+4-2. 


2636. Desarrollar Y x en serie de potencias de z— 4. 
. a SL 
2637. Desarrollar cos z en serie de potencias de a + 
$ A) . . $T 
2638. Desarrollar cos?x en serie de potencias de a 
y E 1—zx 
2639*. Desarrollar lnx en serie de potencias de + e 
. 7 z 
2640. Desarrollar a en serie de potencias de —" 
Vi 1423 
2641. ¿Qué error se comete si se supone que aproximadamente 


E har trtar? 
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2642. ¿Con qué exactitud se calculará el número + si se em- 
plea la serie 


qe zq5 


arttgr=:t—= +5 yla 


tomando la suma de sus cinco primeros lérminos con x= 41? 


2643*, Calcular el número + con exactitud hasta 0,001, valién- 


dose del desarrollo en serie de potencias de zx, de la función 
aresen zx (véase el ejemplo 2606). 
2644. ¿Cuántos términos hay que tomar de la scrie 


72 
cos 1 -=1— 37 E 


para calcular el cos 48% con exactitud hasta 0,001? 
2645. ¿Cuántos términos hay que tomar de la serie 
q3 
SONI=I=G TE 


para calcular el sen 15” con exactitud hasta 0,0001? 
2646. ¿Cuántos términos hay que tomar de la serie 


. 2 
A EN 


para hallar el número e con exactitud hasta 0,0001? 
2647. ¿Cuántos tórminos hay que tomar de la seric 


In (14+2)=2-F+... : 


para calcular cl ln 2 con exactitud hasta 0,01 y hasta 0,001? 
2648. Calcular dl 7 con exactitud hasta 0,01, por medio del 
desarrollo de la función y 8]. z en serie de potencias de x. 
2649, Aclarar la procedencia de la fórmula aproximada 
Va+xz a+ 37 (a >0), calcular con ella 1/23, lomando «=3, 
y valorar el error cometido. 


2650. Calcular 319 con exactitud hasta 0,001. 
2651. ¿Para qué valores de z la fórmula aproximada 


q3 
cost l—— 


da un error no mayor de 0,01; 0,001 y 0,0001? 
2652. ¿Para qué valores de x la fórmula aproximada 


sen TT 
221016 
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da un error no mayor de 0,01 y 0,001? 
1/2 


2653. Calcular l —= de con exactitud hasta 0,0001. 
0 
1 

2654. Calcular | e=x3 dr con exactitud hasta 0,0001. 


1 
2655. Calcular y Y zcos dz con exactitud hasta 0,001. 


bd 


0 
d 1 
2656. Calcular | nz de con exactitud hasta 0,001. 
% 
/ 


4 
2657. Calcular De VIF 2% dz con exactitud hasta 0,0001. 


. 10 
2658. Calcular | V xe* dx con exactitud hasta 0,001. 
0 


2659. Desarrollar en serie de potencias de x= e y la función 
cos (z—y), hallar el campo de convergencia de la serie obtenida 
y analizar el resto de la misma. 

Escribir el desarrollo en serie de potencias de x e y de las 
siguientes funciones e indicar sus campos de convergencia: 


2660. sen x-sen y. 2663*. 1n (1—x—y-+:zy). 
2661. sen (1? + y?). 2664*, arctg q dal 1% 

4 1-2 — 
2662*. a 


2665. f (z, a Desarrollar f(x+kh,y>+k) en 
serie de potencias de % y k. 

2666. f(x, y) =2x%—2y?+43zxy. Hallar el incremento de esta 
ad al pasar de los valores r=1,y=2, a los valores r=1 +», 
y =2-+k. 

2667. Desarrollar la función e**Y en serie de potencias de 
—2e y+2. 

2668. Desarrollar la función sen (x+y) en serie de potencias 


de ze y—+- 
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Escribir los tres o cuatro primeros términos del desarrollo en 
serie de potencias do x e y de las siguientes funciones: 


2669. ecos y. 
2670. (1+:x)1*. 


$ 4, Serles de Fourler 


1. Teorema de Dirichlot. Se dice que una función f(x) satis- 
face a las condiciones de Dirichlet en un intervalo (a, b), si en este inter- 
valo la función 

1) está uniformemento acotada, es decir, [|f(1)]| <M para e<zx<b, 
donde M es una constante; 

2 no tiene más que un número finito de puntos de discontinuidad 
y todos ellos de 1% especie (es decir, que en cada punto de discontinuidad 
E la función f(x) tionc un límite finito a la izquierda f (£ +0) =lim f (£—.e) 


y un límite finito a la derecha f(6+0)= lim [(E+8) (e > 0)); 
e> 


3) no tiene más que un número finito de puntos de extremos estrictos. 

El teorema de Dirichlet afirma, quo toda función (2) gue satisfaga en 
cl intervalo (—x, 71) las condiciones de Dirichlet en cualquier punto z de 
este intervalo, en que f(x) sea continua, ésta se puede desarrollar en serie 
trigonométrica de Fourier: 


Ha)=2 + a, 009 -+b, sen 4-a9 003 22 +-by sen2r+... 


se. +8 cO0s nz-+b, son ne+..., (1) 
en que los coeficientes de Fourier an y bn so calculan por las fórmulas 
Ti 


ar | f(z)cosnxdr(rn=m0, 1, 2,...); 
—* 
AE 
== | f (1) son rnadzrí(n=14,2,...). 
—3T 


Si x es un punto do discontinuidad de la función f(x) pertoncciento al 
intervalo (—x, 7), la suma de la serie de Fourier S(x) será igual a la 
media aritmética de los límites a la izquierda y a la derecha de la fun- 
ción: 
4 
S(1=>3[1(20)+1(2+0). 
En los extremos del intervalo z=—x y z=11 
1 
S(—1)=8S (m=-—3 [A—x4+0+$ (1-0). 
2. Series incompletas de Fourier. Si la función f(x) es 
par (os decir, si f(—=x)=f(x)), entonces, en la fórmula (1) 
ba=0(n=1, 2, 2d) 
22* 
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a 


“T. 
2 > 
Ay — ¡ f(x) cos nzdx(r=0, 14, 2,...). 
0 


Si la función f(x) cs 1 ' Ci il liar =— : 
2 =0 (n=0, 1.2, AS) e (es decir, si f(—=)=-—f(2), entonces, 
sT. 


2 E 
by 3 EA [ (2) son nz dz (n=1, 2,...). 
0 


Una función, dada en el intervalo (U, 1), se puedo prolongar, a voluntad, 
en el intervalo (—a, 0) como par o como impar; por consiguiente, puede 
desarrollarse on 61 intervalo (0, 31), en serios incompletas de Fourier, como 
se dosce, en scrie de senos o de cosenos de arcos múltiples. 

3. Serios de Fourier de período 2 Si una función f(x) 
satisface las condiciones de Dirichlet en un intervalo (—!, 1) de longitud 
21, para los puntos de continuidad de la función, pertenecientes a coste 
intervalo, so verificará ol desarrollo 


a JA « 
1 (1) =-2+4, cos by sen — 4-byc08 == 4 sen E o 
. - - -Efp COS — .. by, Sen a —. 
donde 
| 
an==+ | f (x) cos = dz (n=0, 1, 2, o | 
1 
: (2) 
=$ | j (1) sen — dx (n=1, 2,...). 
—| 


En dos puntos de discontinuidad de la función f(x) y en los extremos del 
intervalo z=>+l, la suma de la serie de Fourier se determina análoga- 
monte a como se hace cuando se desarrolla en el intervalo (—a, 7). 

En el caso de que la función f(x) se desarrolle en serio de Fourier cn 
un intervalo arbitrario (2, a+21) do longitud 2, los límites de integración 


en las fórmulas (2) debe sustituirse, respectivamente, por a y a 4-21, 

Dosarrollar en series de Fourier, en el intervalo (—ax, 1), las 
funcionos que se indican a continuación, determinar la Suma de 
las serios en los puntos de discontinuidad y en los extremos del 
intervalo (1= —t, Z==1), Construir la gráfica de la propia Íun- 
ción y de la suma de la serie correspondiente (dentro y fuera del 
intervalo (—x1, 11)): 


cy para —1<zx<0, 


26. lo A 
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Examinar el caso particular en que ec, —41, c¿=1. 
az para —a<y<0O, 

2012. 1 (1)= ba  » DIH. 

Examinar los casos particulares: a) a=b=1; b)a=—f1, b=4; 

c)a=0, b=1; d) a=-1. b=0. 

2613. f(x) =x?. 2676. f(x) =cus az. 

2674. f (1) =e*?. 2677. f(x) =sh ar. 

2675. f(x) =sen az. 2678. f(x) =chaz. 

2679. Desarrollar en serie de Fourier la función f(r)= => ; 


en el intervalo (0, 21). 
2680. Desarrollar la función f Dz. en el intervalo (0, 3), 


en serio de senos de arcos múltiples. Empléese el desarrollo 
obtenido para la suma de las series numóricas siguientes: 


1/4 4 1. 4. 4,4,4 
a) LA 1) el s E TA E y 
1 1 1 1 


Desarrollar en series incompletas de Fonricr, en el intervalo 
(0, 1), Jas funciones que se indican a continnación: a) en sories 
de senos de arcos múltiples, L) en series de cosenos de arcos múl- 
tiples. Dibujar las gráficas de las funciones y las gráficas de las 
sumas de Jas correspondientes series en sus campos do cxistencia. 

2681. f/ (1) =x. Valiéndose del desarrollo que se obtenga, hallar 
la suma de la serie 


lata +. 


2682. f (1) =x?, Valiéndose del desarrollo que se obtenga, hallar 
las sumas de las series numéricas: 


1 1 1 1 1 
2683. (1 =e"”, 
y para <I>, 


2684. f/ (1) = o 
[0 para FECLIA. 
E para <<, 
2685. f (1) = 


T—I Para F<r< T. 
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Desarrollar, on el intervalo (0, 31) en serie de senos de arcos 
múltiples, las siguientos funciones: 


tr 
“7 y 


2 
O para FSI<H. 
2687. f(1)=z (n—2). 

2688, f(x) =sen y - 


Tr para U<zx< 


2686. f(x) = | 


Desarrollar, en el intervalo (0, 1) en serie de cosenos de arcos 
multiples, las funciones: 


4 para O<z<h. 


2099. 1(0)=| O para h<z<mn. 


41—Z para 0 z< 2h. 
269. f(= 1 APRS 
0 para 2A4<1I<N. 


2691. f (1) =xsen x. 


cosx para <<, 
2692. f(x) = 


1 
—(0S YT para q XI NM. 


2693. Valiéndose del desarrollo de las funciones x y x* en el 
intervalo (0, 10), en serie de cosenos de arcos múltiples (véanse 


los N% 2681, 2682), demostrar la igualdad 


S E LN 


n=1 
2694**, Demostrar, que si la función f(x) es par y al mismo 
tiempo +2) == —f(F-2x) , su serie de Tourier en el 
intervalo (—3, 7) representa de por sí el desarrollo en serie de 
cosenos de arcos múltiples impares, mientras que si la función f (x) 
es impar y ¡(F+2)=1 (Gx), se desarrolla en el inter- 


valo (—Ax, x) en serie de senos de arcos múltiples impares. 
Desarrollar las siguientes funciones en series de Fourier, en 
los intervalos que se indican: 


2695. f(1)=|x] (-1<zr<l). 
2696. f(1)=2x7 (U<1<1). 
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2697. f(1)=e* (—-I<z<!). 
2698. f(1)=10—zx (S<zx< 15). 


Desarrollar, en series incompletas de Fourier en los intervalos 
que se indican: a) en serie de senos de arcos múltiples, y b) en 
serie de cosenos do arcos múltiples, las siguientes funciones: 


2699. f(1)=1 (U<r<i). 
2700, f(2)=x (0<zx<l). 
2701. f(1)=x2? (0<r<2mx). 
x para UÚ<zx<f, 
As Ho =| 2—zx para 1Í<x<2. 
2703. Desarrollar la función siguiente ou serie de cosenos de 
ab , 3 
arcos múltiples, en el intervalo (+. 3) Ñ 


3 
1] 1 para y ÓT<S2, 
3I—Y para 2<1<3. 


Capitulo IX 
ECUACIONES DIFERENCIALES 


S 1% Verificación de las soluciones. Formacion de las ecuaciones 
diferenciales de familias de curvas. Condiciones Intelales, 


í. Conceptos fundamentales. Ea ecuación de la forma 
Plx, y, y”, .-.) ym) =0, (1) 
dondo y=y (x) es la función que se husca, se llama ecuación diferencial de 
orden n-simo, Cualguier función y=4q(x) que transformo la ecuación (1) en 
identidad, recibe el nombre de solución de esta ccuación, y la gráfica de 
dicha función se llama curva integral. Si la solución se da en forma implícita, 
(D (x, y)==0, generalmente, recibo ol nombre de integral. 
Ejemplo 4. Probar, que la función y =sen x es solución do la ecuación 
y” +y=0. 
Solución. Tonemos: 
"=(091, Y = —$en z. 
y, por consiguiento, 
y" +y= —sen z-Eson z=0, 
La integral 
Dix, Y, Cy -.., En =0 (2) 


de la ccuación diforoncial (1), que contiene » constantes arbitrarias indepe:- 
dientes Cy, ..., Cn y que es equivalente (en el campo dado) a la ecuación (1), 
se Hama integral general de esta ecuación (en ol campo correspondiente). 
Dando valores determinados a las constantes Cy, ..., En en la relación (2), 
se obtiene una integral particular do la ecuación (1). 

Reciprocamente, teniendo una familia de curvas (2) y excluyendo los 
parámetros €,, ..., Cp del sistema de ecuaciones 


do 
(b=0, o 2.13 WES , 


se obtione, cn general, una ecuación diferencial do la forma (1), cuya integral, 
en el campo correspondiento, es la rolación (2). 
Ejemplo 2. Hallar la ecuación diforencial de la familia de parábolas 
y =Cy (1 —Cy)?. (3) 
Solución. Derivando dos veces la expresión (3), tendremos: 
y =2C, (1 — Cr) e y” =2C,. (4) 
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Excluyendo de las ecuaciones (3) y (4) los parámetros C, y Ca, hallamos la 
ecuación diferencial que buscábamos 


Zyy" =y*?. 
Es fácil comprobar que la función (3) transforma cesta ecuación en identidad. 


2% Condiciones iniciales. Si para la solución particular 
y=y (x=) de la ecuación diferencial 


yu=j] (z, Y, y, ...p) ya) (5) 
se dan las condiciones iniciales (problema de Cauchy) 


y (20) =Yo Y (20) =Yó --.. Y "TD (e) =y 0 


y se conoce la solución general de la ecuación (5) 
y== q (2, Cy, ..., Cn), 
las constantes arbitrarias Cy, ..., C, se determinan, si ello es posible, del 
sistema de ecuaciones 
Yo== Y (Zo. Cy, o Cr), 
yo=p" (Lo, Ci, ..., Cr)» 
pe = qam1) (0, Cqs +... En)» 
Ejomplo 3. Ilallar la curva de lu familía 
y =l ¡4 Coer A, (6) 


que tiene y (0)=1 o y” (0) = —2. 
Solución. Tonemos: 


y =C/e%* —20 02%, (7) 
Poniendo z=0, on las fórmulas (6) y (7), tenemos: 
1 — C,-FCa, —2= C¡—2Ca, 
de donde 
C; = ña, C>= 4 
y, por consiguiente, 
Y == ez, 


Averiguar, si son soluciones de las ccuaciunes diferenciales que 
so dan, las funciones que se indican: 


2704. xy' =2y, y=5x?. 
2705. y” =3*+4 y?, y=-=. 


2706. (1+y)dr+2dy=0, y EE. 


2707. y + y=0, y=3senxz— 4cosz. 


2 
2708. a Luwzr=0, x=C,cos mt + C,sen mt. 
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2109. y —2y +Fy=0; a) y=zxe%, b) y=a?e. 
2110. y —(M1 +02) y +4de y =0, 
y =Cycmx + Coda, 


Demostrar, que las relaciones que se indican sou integrales de 
las ecuaciones diferenciales que se dan: 


2711. (1-2 y =2r—y, 2—2y + y2=C?, 
2712. (r—y=1)y4 =4, y=:x-+Ce", 
2113. (1y—2) y +:2y*+yy—2y' =0, y=In (xy). 


Formar las ecuaciones diferenciales de las familias de curvas 
que se dan (C, C,, Ez, Cg son constantes arbitrarias); 


2714. y=Cz. 9794. In =1 da 

2715. y=Cx?. y 

2716. y?=2Cx. (a es un parámetro). 
2117, 24 y =C?, 2122. (y — Yo)" = 2pz 

2718. y=Ce*. (Yo, P En parámetros). 
2719. 3=C (22 e y>). 2/23. y = Ce? + Cae *. 


2724. y =C, cos 22 -)- C, sen 2. 
2723. y == (C, - C21) e* + Cas 


2/26. Formar la ecuación diferencial de todas las rectas del 
plano XOY. 


2/27. Formar la ecuación diferencial de todas las parábolas 
con eje vertical en el plano XOY. 

2728. Formar la ecuación diferencial de todas las circunferen- 
cias en el plano XOY. 

Hallar, para las familias de curvas que se dan, las líneas que 
satisfagan a las condiciones iniciales que se indican: 

2729. 2—y=C, y(0)=5. 

2730. y =(C,-+C22)e, y(0)=0, y (0)=1. 

2731. y=C,sen(—C3), y(mM=1, y (a)=0. 

2132. y =C,e*+ Cae? +Cye”; 

y(0)=0, y'(0)=1, y”(0)=-2. 


e 
o] 


2720. y +4 =24 Co” 


S 2, Ecuaclones diferenciales de 1% orden 


17. Formas de ecuaciones diferonciales do 1% orden. 
La ecuación diferencial de 1%" ordon con una función y incógnita resuelta con 
crelfición a la derivada y”, tiene la forma 


y =f (2, y), (1) 
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dondo f(z, y), es una función dada. En algunos casos, es conveniente consi- 
derar como función incógnita la variablo x y escribir la ecuación (1) en la 


forma 
; "=8 (2, y), (1”) 
donde gíz, A TER 
Teniendo en cuenta que y =L y xl - , las ecuaciones diforenciales 
(1) y (1%) se pueden escribir en forma simétrica 
P (x, y) dr4-Q (2, y) dy=0, (2) 


donde P(z, y) y OQ a y) son funciones conocidas. 

Por solución de la ecuación (2) se entiendo la función de la forma 
y=0 (2) o z=+p (y), que satisface a esta ecuación. La integral general de las 
ecuaciones (1) y (1), o de la ecuación (2), tione la forma 


D (z, y, C)=0, 


donde € es una constanto arbitraria. 
2. Campo de direcciones. El conjunto de direcciones 


tg a=f(x, y) 
se llama campo de direcciones de la ecuación diferencial (ft) y se representa 
Sentra abate por medio de un sistema de rayitas o de flechas con un ángulo 
e inclinación «. 

Las curvas f(x, y)=%, on cuyos puntos la inclinación del campo tiene 
un valor constante %, se llaman ¿soclinas. Construyendo las isoclinas y el 
campo de direcciones, en los casos más simples se puede dibujar aproxi- 
madamente el campo de las curvas integrales, considerándose estas últimas 


<omo curvas, que en cada uno de sus puntos tienen la dirección dada del 
campo. 


Ejemplo d. Construir, por ol método de las isoclínas, el campo 
_«de las curvas integrales de la ecuación 
y ez. 
Solución. Construyendo las isoclinas -=» (líneas rectas) y ol campo 
de direcciones, obtenemos aproximadamente el campo de las curvas integrales 
(fig. 105). La solución general «s la familia do parábolas 


x2 
AS 


Construir, por el método de las isoclinas, el campo aproximado de las 
curvas integrales para las ecuaciones dilerenciales que se indican a conti- 
nuación: 


2733. y =—z. 
2734. y = => 


2735. y =1 +y?. 
2736. y o 
2137. y =13*4+y. 


3”. Teorema de Cauchy. Si una función f(z, y) es continua en 
un recinto determinado U [a<x<A, b<y<Bj y tiene en este recinto 
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derivada acotada fy (<, y), entonces, por cada punto (zo, yo) de Y, pasa una,. 
y sólo una, curva integral y=q (2) de la ecuación (1) (p (20) =Yo)- 


AAA AAA 


4%. Método de Jas quobradas do Eulcr. Para la construc- 
ción aproximada de la curva integral de la ecuación (1), que pasa por un 
punto dado Ma (Zo, Yo), esta curva se sustituye por una línea quebrada con 
vértices en M; (x;, y;), donde 


Li EL PAZ Yi R Yi AY, 
Az;¡=h (paso del proceso). 
Ayi=4f (zz, y) ((=08, 1, 2, ...). 
Ejemplo 2. Por 01 método de Euler, hallar, para la ecuación 


TY 
me 


de 


y 


y (1). si y (0)=1 (A =0, 1). 
Construimos la tabla siguiente: 


0 0 1 0 

1 0,1 1 0,005 
2 0,2 4,005 0,010 
3 0,3 1,015 0,015 
4 0,4 4,030 4,021 
5 0,5 1,U51 0,026 
6 0,6 1,077 0,032 
7 0,7 1,109 0,039 
8 0,8 1,148 0,046 
9 0,9 1,194 0,054 
10 1,0 1,248 
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De esta forma, y (1) =1,248. Para comparar, damos el valor 
exacto de y (1) =e'% = 1,284. 

Por el método de Euler, hallar las soluciones particulares 
de las ecuaciones diferenciales que se dan a continuación pura los 
valores de x que se indican: 

2738. y =y, y(0)=1; hallar y (1) (4=0, 1). 

2739. y =x+y, y(1) =1; hallar y (2) (kh =0, 1). 


2740. y = a y (0) --2; hallar y (1) (4=0, 1). 


2745. y=y-E, y (0) = 1; hallar y (1) (.=0, 2). 


$ 3, Ecuaciones diferenciales de 1% orden con varlables separables. 
Trayectorlas ortogonales 


1% Ecuaciones diferenciales de 1 orden con varia- 
bles secparables. Se llaman cevnaciones con variables separables, las 
ecuaciones diferenciales de 1” orden do la forma 


y" =f (1) g (y) (1) 
o bien, 

X (2) Y (y) dx Xy (2) Y, (y) dy =0. (1”) 
Dividiendo ambos miembros de la ccuación (1) por £ (y) y multiplicando 
por dx, tendremos Y — f(x) dx. De donde, integrando, obtenemos la inte- 

gral general de la ecuación (1) en la forma 
| O) (1) dx 4-C. (2) 
Análogamonte, dividiendo los dos miembros de Ja ecuación (1') por 
X; (2) Y (y) e integrando, se obtiene Ja integral general de la ecuación (t”) 


en la forma 
X (2) | Yy (y) ; 
| Xy + Y (y) a (2) 


Si para mn valor determinado de y =Ypg, tenemos que g (yo) =0, la función 
y="Y4p también es solución de la ecuación (f), como es fácil convencerse 
directamente. Análogamente, lus rectas 2=«4a e y =b serán curvas integrales 
de la ecuación (1%), si e y b son de por sí raices de las ecuaciones X,; (2) =0 
o Y (y) =0, por cuyos primeros miembros se dividió la ccuación inicial, 

Ejemplo 1. Resolver la ecuación 


y 
A 2 
y L (5) 


En particular, hallar la solución que satisfaco a la condición inicial: 
y (1)=2. 
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Solución. La ecuación (3) so puede escribir de la forma 


De donde, separando las variables, tendremos: 


dy _ dz 
vpo z 


y, por consiguiente, 
Infy¡=—In|z[+1n €,, 


donde la constante arbitraria ln C, está tomada en forma logarítmica. Des- 
pués de potenciar, se obtiene la solución general 


C 


donde C=zw+w Cy. 
Al dividir por y podrfamos perder la solución y=0, pero esta última 
está contonida en la fórmula (4) para C=0. 
Utilizando la condición inicial dada, obtenemos que C=>2, y, por con- 
siguiente, la solución particular buscada es 
2 
y == 


T 


2%. Algunas ecuaciones diferenciales que pueden 
reducirse a 6cuaciones con las variables separables. 
Las ecuaciones diferenciales de la forma 


y=f(0+by+0) (b=0) 


so reducen a ecuaciones de la forma (1) por medio de la sustitución 
u==0ax+by+ce, donde u es la nueva función que se busca. 

3”. Trayectorias ortogonales son curvas que cortan las líneas 
de la familia dada D (zx, y, a)=0 (a es un parámetro) formando ángulo recto.. 
Si F (z, y, y')=0 es la ecuación diferencial de la familia, 


5 (sn <)w0 
es la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales. 
Ejemplo 2. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de elipsos 
22 + 2/2 mu 02, (5) 


Solución. Derivando ambas partes de la ecuación (5), hallamos Ja 
ecuación diferencial de la familia 


r+2yy* =0. 


De donde, sustituyendo y” por — obtenemos la ecuación diferencial de las 
trayectorias ortogonales 


r—H=0 o bien ja aL. : 
y z 


Integrando, tendremos que y==Cz* (familia de parábolas) (fig. 106). 
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4%. Formación de Jagecuaciones diferencialos, Al for- 
mar la ecuación diferencial en los problemas geométricos, se puede femplear 
con frecuencia el sentido geométrico de la derivada, como tangente.'del 
ángulo que forma la recta tangente a la curva con la dirección positiva 
del eje OX; esto permite, en muchos casos, determinar inmediatamente la 
relación entre la ordenada y de la curva que se busca, y su abscisa xz e y”, 
es decir, obtener la ecuación diferencial. En otros casos (véanso los pro- 
blemas N05 2783, 2890, 2895), se utiliza el sentido geométrico de la integral 
definida, como área do un trapecio mixtilíneo o longitud de un arco. En este 


Fig, 106 


caso, directamente de las condiciones del problema, se obtiene una ecuación 
integral] simple (puesto que la función que se busca se encuentra la el 


signo integral), pero que derivando sus dos miembros, se puede con. facilidad 
transformar on ecuación diferencial. 


Ejemplo 3. Hallar una curva que pase por el punto (3; 2), para la 
que la longitud del segmento de cualquiera de sus tangentes, comprendido 
entre los ejes de coordenadas, esté dividido en el punto de contacto en dos 
partes iguales. 

Solución. Sea M (zx, y) el punto medio de la tangente 4B, que según 
las condiciones es, a la vez, el punto de contacto (los puntos A y B son 
los puntos do intersección de la tangente con los ejes OY y OX). De acuerdo 
con las condiciones, OA=2y y OB=2zx. El cocficiento angular de la” tangente 
a la. curva en el punto M (z, y) es igual a 


Esta os la ecuación diferencial de la curva que sc buscaba. Jlaciendo una 
transformación, tenemos: 


y, por consiguiente, 
lnz-+Iny=1nC, o sea, zy =C. 
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Utilizando la condición inicial, determinamos que C=3.2=6. Es decir, 
la curva que se buscaba es la hipérbola xy==6. 

Resolver las ecuaciones diferenciales: 

2742. tg z sen? y dí +-cos* x ctg y dy =0. 

2743. xy —y =y?. 

2744. xyy =1—a?. 

2745. y—zy' -— a (1 +a?y'). 

2746. 3e* tg y d+ (1— e*) sec? y dy =0. 

2747. y tez=y. 

Hallar las soluciones particulares de las siguientes ecuaciones, 
que sabisfacen a las condiciones iniciales que se indican: 

2748. (14€) -y-y =e%; y=1 para z=0, 

2749. (2y2+x) dx (2y —y)dy=0;.y=1 para z=0. 

2750. y sonz=ylny; y==1 para T= > ? 

ResoJver las siguientes ecuaciones diferenciales valiéndose del 
cambio de variables: 


2191. y =(x+ y). 

2152. y' (8x1 + 2y + 1). 

2753. (22 4-3y — 1) du + (4x + 6y — 5) dy == 0. 

2754. (22— y) dx 4 (4x—2y + 3) dy =0. 

En los N0 2755 y 2756 pasar a las coordenadas polares: 
¿eL ya 

2755. y VS 

2756. (12 + y?) dr — xy dy =0. 

2737*. Hallar una curva que tenga un segmento de tangente 
cuya longitud sea igual a Ja distancia desde el punto de contacto 
hasta el origen de coordenadas. 

2758. Hallar una curva para la que el segmento de la normal, 
en cualquier punto de la misma, comprendido cntre los ejos de coor- 
denadas, esté dividido por este punto cu dos partes igualos. o 

2759. Hallar una curva cuya subtangente tenga una longitud 
constante a. 

2760. Hallar una curva cuya subtangente sea el doble de la 
abscisa del punto de contacto. 

2761*, Hallar una curva, para la que la abscisa del centro do gra- 
vedad de la figura plana, limitada por los ejes de coordenadas, 
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por esta misma curva y por la ordenada de cualquiera de sus 
puntos, sea igual a 3/4 de la abscisa de este punto. 

2762. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (3; 1), 
para la que el segmento de tangente comprendido entre el punto 
de contacto y el eje OX esté dividido cn dos partes iguales por el 
punto de intersección con el eje OY. 

2763. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (2; 0), 
sabiendo que el segmento de la tangente a dicha curva, compren- 
dido entre el punto de contacto y el eje OY, tiene longitud cons- 
tante e igual a 2. 

Hallar las trayectorias ortogonales de las familias de curvas 
que se dan a continuación (a es un parámetro) y construir estas 
familias y sus proyecciones ortogonales: 


2764. 14 y? =a?. 2766. xy =e. 
2765. y =az. 2767. (1- a+ y =e?. 


S 4. Ecuaciones diferenciales homogéneas de 1% orden 
17. Ecuaciones homogéneas. Una ecuación diferencial 
P (x, y)dx--Q (z, y) dy 0 (1) 


se llama homogénea, si P (x, y) 7 Q (z, y) son funciones homogéneas de igual 
grado. Ja ecuación (1) puedo reducirse a la forma 


v=1(2) 


y por medio de la sustitución y=xu, donde u es una nueva función pri 
nita, se transforma en ecuación con variables separadas. También se puede 
emplear la sustitución r= yu. 

Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 


y 
- y 
te — 
y ie 


Solución. Hacemos la sustitución y=uzx; en este caso, u+zxu'= 
=e'-Lu o bien, 


e” du — Az E 
TI 
Integrando, obtenemos u= —1n ln - , de donde 


C 
y = —2 1n In á 


2, Ecuaciones reducibles a homogéneas. Si 
n_ er +by+ce;s 
¿ l toa) (2) 
234016 


354 Ecuaciones diferenciales 


b 07 
y 0= ». + 0, poniendo en la ecuación (2) z=u+a, y =v+8,-dondo las 
2 U2 
constantes a y f se determinan por el sistoma de ecuaciones 
aya F5B+c¿=0, 220 +b9$ +c9=0, 


obtenemos una ecuación diforencial homogénea respecto a las variables u y v. 
Si 8=0, poniendo en la ecuación (2) e;x-+b,y =u, obtenemos una ecuación 
con variables separadas. 


Integrar las ecuaciones diferenciales: 


2768. y =+-1. 2770. (1—y) y d:— atdy= 0. 


2774. Hallar, para la ecuación (x*+4 y? dr—2xydy=0, la 
familia de curvas integrales y escoger aquellas curvas que pasan 
respectivamente por los puntos (4; 0) y (1; 1). 

2772. ydr + (2V xy—2x) dy =0. 

2773. zdy—ydx=Y x1* + y dz. 

2774. (4124 3xy + y?) dz + (4y? + 31xy + 2?) dy =0. 

2715. Hallar la solución particular de la ecuación (1? —3Jy?) dx + 
+2xy dy =0, con la condición de que y=1 para T=2, 

Resolver las ecuaciones: 


2776. (2x2—y+ 4) dy+ (1 — 2y +5) dx=0. 


,  1—3-—3y .  t+l2y+1 
2117, y SHEET 2778. y = 2 +4 3" 


2779. Hallar la ecuación de la curva, que pasa por el punto 
(1; 0) y que tiene la propiedad de que el segmento, que inter- 
cepta su tangente en el eje OY, es igual al radio polar del punto 
de contacto. 

2780**. ¿Qué forma debe darse al espejo de un proyector para 
que los rayos del foco Tuminoso concentrado. en un punto se reflejen 
formando un haz paralelo? 

2781. Hallar la ecuación de la «aurva, cuya subtangente es 
igual a la media aritmética de las coordenadas del punto de 
contacto. . a A 

2782. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, la longi- 
tud del segmento, interceptado por la normal en cualquiera de 
sus puntos en el eje de ordenadas, es igual a la distancia desde 
este punto al origen de coordenadas. a 

2783*. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el área 
comprendida entre el eje de abscisas, la misma curva y dos orde- 
nadas, una de las cualés. es constante y la otra variable €s igual 
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a la razón del cubo de la ordenada variable a la abscisa corres- 
pondiente. 

2784. Hallar la curva, para la cual, ia longitud del segmento 
del eje de ordenadas, interceptado por cualquiera de sus tangentes, 
es igual a la abscisa del punto de contacto. 


$ 5. Ecuaciones diferenciales lineales de 1% orden. Ecuación 
de Barnoull! 


1% Ecuacionos lineales. La ecuación diferencial de la forma 
y" +P (2) y =(0)(x) (1) 
do 18" grado con respecto a y e y”, se llama lineal. 
Si la función Q (1) =0, la ecuación (1) toma la forma 
y +P(2)y=0 (2) 


y recibo el nombre :de ecuación diferencial lirnéal homogénea. En esté caso, 
las variables se separan y la solución general de la ecuación (2) es 


== i P(x)dx 
ymCe ¡ si . (3) 

Para resolver la ecuación lineal no homogénea (1) se emplea el llamado 
método de variación de la constante arbitraria. Este método consiste en que, 
primeramente, se halla la solución general de la correspondiente ecuación 
lineal homogénea, es decir, la expresión (3). Después, suponiendo que en 
esta expresión € es función de x=, se busca la solución de la ecuación 
no homogénea (1) en la forma (3). Para ello, ponemos en la ecuación (1) 
y e y”, deducidas de (3), y de la ecuación diferencial así obtenida determi- 
namos la función C (x). De esta forma, obtenemos la solución general de la 
ecuación no homogénea (1) de la forma 


a C (2) 7) P(iAddx 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
*=tg 2-y +C0s 2, (4) 
Solución. La correspondiente ccuación homogénea es 
y —tg x y=0. 
Resolviéndola, tenemos: 
y = C- a , 
Cos z 
Considerando C como función de z y derivando, hallamos: 
Y dC sen z 
Y = — - E "los 


COS z 


Poniendo y e y” en la ecuación (4), obtenemos: 


4 dC, sen zx C ac 
a y e. = o A 2 
Cos T dz + cos? e C tg x 003 z +08 XT, O de = (09* z 


93+ 
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de donde 
C (2) = | cotada= 24 sen 27 +Cj. 
Por consiguionte, la solución goneral de la ecuación (4) tieno la forma 


1 1 ¿ 
Y mz (5=+23 sen2a-4C,) TTD , 


Para resolver la ecuación lineal (f) se puede emplear también la susti- 
tución 


y =u0, (5) 
donde u y v son funciones de z. En este caso, la ecuación (1) toma la forma 
[ul 4P (2)u] v+v'u=0 (2). (6) 

Si se exige que 
u' + P(z)u=0, (7) 


do (7) hallamos u, y después, de (6) hallamos vb, y por fin, de (5) hallamos y. 
2% Ecuación de Bernoulli, La ecuación do 18r orden do la forma 
yY+P(0y4=0(0Dy*, 


donde a +0 y a +1, so llama ecuación de Bernoulli, Esta ecuación se reduce 


a lineal valiéndose do la sustitución ¿=y!-% Se puede también emplear 
directamente la sustitución y=urs, o el método de variación de la constante 
arhitraria. 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
y) 4 ea DS 
y= y+zVy. 


Solución. Esta es una ecuación de Bernoulli (en la que a=>3) ¿ 
Poniendo 


y =Uu0, 
»0blenemos: 


h ES 4 0 
UD 04 === UY 42 L Yu 0 » (u—2)+00=2 Vu. (8) 
Para determinar la función u exigimos que se cumpla la relación 
4 
u' a o Y == 0, 
z 
de donde 
u = x?, 
Poniendo esta expresión en la ccuación (8), tenemos: 
vri=x Vozi, 


de donde hallamos v: 
4 2 
o= (ln |=1+0) : 
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y, por consiguiente, obtenemos la solución general en la forma 
2 
y=a (+ la] 2140)". 


Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 


2785. YL_L_g 
de z 

2786. Ly HL a 
z z 


2787*. (1+y%) de=(Y 1+ y sen y— ay) dy. 

2788. y? dr— (2xy + 3) dy =0. 

Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condicio- 
nes que se indican: 


2789, xy ud =0; y=0 para r=a4. 
2190. y — 3 —1—x=0; y=0 para z=0. 


2191. y —ytg t= : Yy=0 para z=0. 


cos z 
Hallar soluciones generales de las ecuaciones: 


2792. EL = —2y?. 
2793. 2xy E-—y + x=0. 


2794. y d+ (2-+ 2%) dy =0. 


2795. 3x dy =y (1 + zx sen 2— 3y? sen 1) dz. 


2196. Se dan tres soluciones particulares y, y, € yz, de una 


ecuación lincal. Demostrar, que la expresión 222% conserva un valor 


ES! 
constante para cualquier z. ¿Qué sentido geométrico tiene este 
resultado? 


2797. Hallar las curvas, para las cuales, el área del triángulo 
formado por el eje OX, la tangente y el radio vector al punto 
de contacto es constante. 


2798. Flallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de abscisas es igual al 
cuadrado de la ordenada del punto de contacto. 


2799. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es igual a la 
subnormal. 
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2800, Hallar la ecuación de la curva, para la cual, el segmento 
interceptado por la tangente en el eje de ordenadas es proporcio- 
nal al cuadrado de la ordenada del punto de contacto. 

2801. Hallar la ecuación de la curva, para la cual, la longitud 
de la tangente es igual a la' distancia desde el punto de intersec- 
ción de esta tangente con el eje OX hasta el punto M (0, a). 


$ 6. Ecuaciones diferenciales exactas. Factor Integrante 


17. Ecuaciones diferencialos exactas (o en diferenciales 
totales). Si para la ccuación diferencial 


P(z, y) dz+Q (2, y) dy=0 (4) 
: óP _ 0Q ne e 
se cumple la igualdad a de la ecuación (1) se puede escribir de la 


forma dY/ (x, y) =0 y se llama ecuación diferencial exacta (o en diferenciales 
totalos). La integral general de la ecuación (1) es U (zx, y)=C. La función 
U (x, y) se determina por el método que se indicó en el cap. VI, $ 8, o por 
la fórmula | 
x y 
U=% Ple,vdz+ | Qízo 1) dy 
*o Yo 
(véase el cap. Vil, $ 9). 
Ejemplo 1. Hallar la integral de la ecuación diferencial 
(3z24-6zy?) de 4 (62?y + 4y9) dy =0. 
Solución. Esta es una ecuación diferencial exacta, ya que 


2 2 2 3 
ó (323 --6xy )_9(6x y+4y )—12xy y, por consiguiente, la ecuación tene 


Oy az 
la forma dU =0. 
Aquí ón 
óU 
57 =3224-62y?, 5 6z2y 4-4y3, 
de donde 


U=)| (32246292) de +9 (y) =9 43224240 (9). 


Derivando U con respecto a y, hallamos 


Gr = 449" (y) =6z%y + 4y? 
or la condición), de donde q'(y)=4y3 y p(y) =y?+€o. En dofinitiva 
pe U (z, y) =23 432% 2k y94+Co, se por consiguiente, 234 31%y?+4 
+y3=C es la integral general que se buscaba do la ccuación dada. | 
2%. Factor intogrante. Si ol primer miembro de la ecuación (1) 
no es una diferencial exacta y se cumplen las condiciones del teorema 
de Cauchy, existe 'una función p==u(z, y) (factor integrante) tal, que 


y (Pdx4+0 dy =dU. (2) 
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De donde obtenemos, 'que la función y satisface a la ecuación 
0 0 
iy 1?) ==7 (10). 

El e intégraute se puedo hallar fácilmente en dos casos: 


1) $] els +) = F (1), entonces p= y (2); 


2) = 5 Sr” Se) = F, (y), entonces u = y (y). 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
3 
(229 + 22 +) d24(2*+y2) dy=0. 


Solución. Aquí 


3 2.444 —2 
pt a y ll A 


v, por consiguiente  = 1 (z). 
9(yP) _ 0(1Q) 
Como TT op. + = = 49, se tendrá que 


A 
da 4 (09P_ 0Q =er. 
e O (5 En +7) d2=dx o Inuj=zx, p=e 


Multiplicando la ecuación por | =e* obtenemos: 
ex (225 +ty 422) dx + er (x2 4 y2) dy =0 
que es úna ecuación diferencial exacta. Integrándola, tendrémos la integral 
general 
PEN | 2 
ye* (2 + +) mx (, 

Hallar las integrales genbralés de las ecuaciones: 

2802. (1+ y) d+ (124 2y) dy =0. 

2803. (1? + y? 4 22) du + 2xy dy =0. 

2804. (1? — 3xy* + 2) dx — (3x*y — y?) dy =0. 


dy—y dz 
2805. 2d y d+ 
2806, 2442 dy=0. 


y? 
2807. e la integral particular de la ecuación 


(+en dee (1 E) dy=0, 


que satisfaga a la 'cóndición inicial y(0)=2. + 
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Resolver las siguientes ecuaciones, que admiten el factor inte- 
grante de las formas p =p (1) o 4 =u (y): 


2808. (1-4 y?) dx— 2ry dy =0. 
2809. y (1 4- xy) dx—z dy =0. 


2810. 4 dx+ (y? —Inz) dy=0. 
2811. (zcos y — y sen y) dy + (x sen y + ycos y) dr =0. 


$ 7. Ecuaciones diferenciales de 1% orden, no resueltas eon respecto a la 
derivada 


17. Ecuaciones diferenciales de 41% orden, de grado 
superior. Si la ecuación 
Pz, y, y) =0, (t) 


por ej., es de sogundo grado cou respecto a y”, resolviéndola con respecto 
a y”, obtenemos dos ccuaciones: 


y =f (2, y) y =f 12, y). (2) 
De esta forma, por cada punto Mo (Zo, yo) de un determinado campo del 


plano pasarán, on general, dos curvas integrales. La integral genoral de la 
ecuación (1) tiene, er esto caso, la forma 
D(z, y, C)3 0, (x, y, C)W, (7, y, C)=0, (3) 
donde Y, y D, son las integrales generales de la ecuación (2). 
Además, para la ecuación (1) puede existir una integral singular, Geomé- 


tricamente, la integral singulur representa de por sí la envolvente de la 
familia de curvas (3) y puedo obtenerse eliminando C del sistema de ecua- 


ciones 

D (x, y, C)=0, O, (z, y, C)=0 (4) 
o eliminando p=y” del sistema do ccuaciones 

F(z, y, p)=0, Fo (2, y, p)=0. (5) 


Dobe advertirse, que las curvas determinadas por las ecuaciones (4) o (5) 
no son siempre soluciones de la ecuación (1); por lo cual, cn cada caso 
concreto es necesario hacer la prueba. 


Ejemplo 4. Hallar las integrales, general y siagular, de la ecuación 
ry'2.4 23y" —y=0. 
Solución. Resolviendo con respecto a y”, tenemos dos ecuaciones 


homogéneas: 


determinadas cn el campo 


z(x+y)>0, 


cuyas integrales generales son 


Wet) L (Vit) - 


ajo 
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0 
(224+y—C)-2YVx2+xy=0, — (224+y—C0)42 Y 334 2y=0. 
Multiplicándolas entre sí, obtenemos la integral general de la ecuación dada 
(234 y —C)—4 (1 + xy) = 0 
o bien 
(y —C)?=4Cz 


(familia de parábolas). 
Derivando la integral general respecto a € y eliminando €, hallamos la 


integral singular 
y--2=0. 
(La prueba demuestra que y +z=0 es solución de la ecuación dada). 
La iategral singular también se puede hallar derivando xp? 4+2rp—y=0 


respecto a p y eliminando p. e 
2. Resolución de la ocuación diferencial por el 
móétodo do introducción de un parámotro. Si la ecuación 


diferencial de 4%” orden tienc la forma 
z=0 (y, y), 
las variables y y z se pueden determinar por el sistema de ecuaciones 


e T=0P (Y, P)> 


donde p=y* desempeña el papel de parámetro. 
Análogamente, 31 y=Yp (zx, y”). las variables r e y se determinan poc el 


sistema de ecuaciones 


2 0% h dp 0 
p= an Cd a y=y (xr, p). 
Ejemplo 2. Hallar las integrales, general y singular, de la ecuación 
q 
yyy +. 


Solución. Haciendo la sustitución y'=p, volvemos a escribir la 
ecuación de la forma 


2 cd 
Y =P IPHS. 
Derivando respecto a x= y considerando p como función de x, tenemos 
dp dp 
ii O AS 
ás dp : dp 
o bion dz 49—2)=(Mp—2), o sea ale Integrando, obtenemos p=x-+C. 
Poniendo esto en la ecuación primitiva, tenemos la solución gonoral: 
q? yx? . 
y=(24C=x (rl) o y= 40241 


Derivando csta solución general respecto a € y eliminando C, obtenemos 
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2 2 
la solución singular: y=3-. (La prueba demuestra que y=3-es solución 


de la ecuación dada |. 
Si se iguala a cero el factor 2p—z, en que se hizo la simplificación, 
obtenemos p=>» y, poniendo este valor de p en la ecuación dada, obte- 


nomos a, es decir, la misma solución singular. 

Hallar las integrales generales y singulares de las ecuaciones 
(en los N* 2312— 2813 construir el campo de las curvas integrales): 

2812, y? y 1=0. 

2813. 4y?—9xr=0. 

2814. yy —(2y +1) y +2=0. 

2815. yy ?—2xy' +y=0. 

2816. Hallar las curvas integrales de la ecuación y'?*+y*=1, 
que pasan por el punto M (o; 7) E 


Resolver las ecuaciones siguientes, introduciendo el parámetro 
y =p: 


2817. z=sen y' + In y. 2820, 4y=2*+y?, 
2 12 
2818. y=y"ev. 2821. en EY. 


2819, y=y"*+-2 In y”. 
$ 8, Ecuaciones de Lagrange y de Clalraut 


1% Ecuación do Lagrange. La ecuación de la forma 


y=z0 (p)+vP(p), (1) 


donde p=y", recibe el nombre de ecuación de Lagrange. Por medio de la 
derivación, y teniendo en cuenta que dy=pdx, la ecuación (1) se reduce 
a lineal con respecto a z: 


pdx=0q (p) dx+[29" (p) +" (p)] ep. (2) 


Si p=(p), de las ccuaciones (1) y (2) se obtiene la solución general cn 
forma paramétrica: 


=Cf(D+8(  y=I1Cf(p)+E8 (2) y (p)+v (2), 


donde p es un parámotro y f(p) y g(p) unas funciones conocidas dotermi- 
nadas. Además, puede existir solución singular, quo so busca [por el proce- 
dimionto general. 
. Ecuación de Clairaut. Si en la ecuación (1) p(p) = p, se 
obtiene la ecuación de Clairaut 
y=xp+w (p). 
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La solución general de esta ecuación tiene la forma de y:==Cx-+v(C) 
(familia de rectas). Adomás, existe solución singular (onvolvente), que so 
obtiene como resultado de eliminar el parámetro p del sistema de ecuaciones 


[ t= —vy (p), 
y = pz + (p). 


Ejemplo. Resolver la ecuación 
; 1 
y =2y a . (3) 


Solución. Ponemos y'=p, en este caso, y =2p1+ 5: derivando 
y sustituyendo dy por p dx, obtenemos: 


pdr=2p de +22 dp 


o bien, 
dr 2 1 
dp Ts 
Resolviendo esta ecuación lineal, tendremos: 
4 
=> 7 (1n p=+C). 
Por consiguiente, la ecuación general será: 
4 
“=p (1n p+0), 
4 
=2p1 +-—. 
y =2pt + _ 
Para hallar la integral singular según la regla general, formamos el sistema 
4 4 
=m2pr+k—, 0O=ir=—, 
y =2p1 + 5 E 
De aquí 
A 4 2. 
El 2p? , y= p 
y, por consiguiente, 


Poniendo y en la ecuación (3), nos convencemos de quo la función 
vbtenida no es solución y de que, por consiguiente, la ecuación (3) no tiene 
intogral singular. 


Resolver las siguientes ecuaciones de Lagrange: 
2822. y=>34 (y +-7) ; 2324. y=(1+y)r+y? 


2823. y=y +V1-y?. 2825*, y= —> y (224 y). 
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Hallar las integrales, generales y singulares, de las siguientes 
ecuaciones de Clairaut y construir los campos de las curvas inte- 
grales: 

2826. y =xy' + y'?. 

2827. y =xy +y'. 

2828. y=xy +V 1+(y). 

2829. y =xy' + ñ 


2830, Hallar la curva, para la cual, el área del triángulo 
formado por la tangente a la misma, en cualquier punto, y los 
ejes de coordeuadas, es constante. 

7831. Hallar la curva, si la distancia desde un punto dado 
hasta cualquiera de las tangentes de la misma, es constante. 

2832. Hallar la curva, para la cual, el segmento de cualquiera 
de sus tangentes, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene 
una longitud constante, igual a ¿. 


S 9, Ecuaciones diferenciales diversas de 1% orden 
2833. Determinar el tipo de las siguientes ecuaciones diferen- 


ciales e indicar sus métodos de resolución: to 
a) (1+y)y =zarctgZ; i) y =(24 y)”: 
DD) (r—yy =Y?; j) zcos y' + y sen y' =1; 
c) y =2xy +43; k) (1? —2y)y' = y?; 
d) y =21y + y*; 1) (1224 2xy?) di+ 
e) ty" + y =sen y; + (y? + 32*y*) dy =0; 
D.(y—xy)?= y?; m) (13— 3xy)dx+(12+3)dy =0; 
s) y =xe"; n) (zy?-- In 2) dr = y? dy. 


bh) (y —2x4) V y =x”, 
Resolver las ecuaciones: 


2834. a) (7—yeos 2) dx + xco8 2 dy =0; 
b) 1 dy—ydr=0. 


2835. zdr= (F-w) dy. 


2836. (2xy?—y) dr+xdx=0. 
2837. xy +y=xy?lnz. 
2838. y=xy'+y'1n y. 
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2839. y=xy' + V —ay/. 
2840. 2? (y+ 1) dx+ (3? —1) (y — 1) dy = 0. 
2841. (1 + y?) (e2% de— e? dy) — (1 + y) dy =0. 
2842. y —y E zL=1, 29845. (11) Y +iy=a. 
2843. yev =(y*.-+ 2xeW) y. 2846. xy —= 2 y z=0 
2844, y +y00s <= SEN ICOS X, 2847. y (cos y+a son 2y)=1. 
2348. (2*%y —132+ y —1) di + (xy + 2x7 — 3y — 6) dy =0. 
2849. y =(1+ at Je 
28350, xy dz =(1%y +2) dy. 
a 322 
2851. y =D YAA 
2852. 2d34+Y/ Lay y Lazo, 
2853. y =l+tgZ. 2861. e dx+(xe— 2y) dy =0. 
2834. yy +y?=c08 2. 2862. y=2xy + V 14 y” 
2855. ady+yda=y dz. 2863. y =(1-+In y—lu zx). 
2856. y” (1+sen y) = 1. 2864. (2e*+y1) dy—ye* dr=0. 
ao E AR 
2858. 23 dx — (12% y) dy =0. 2866. xy (2y24+1) dy —dxx=0. 
2859. 224? 4 3xyy' + 2y? =0. 2867. a (1y' +-2y) =xyy . 
2860. Te tYdY 2868. 2dy —y dr=y? dz. 
VETO y y 
dy —yd 
¿5 =0. 
2869. (142— 1) % dy +(23+3x2y V 1371) dx=0. 
d 
2870. te rÍ—y=4, 
2871. YV a?+x23dy+(2+y—V ar +1 dx=0. 
2372. zyy*— (2? + y?) y +xy=0. 
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2873. y=xy + ma 
2874. (32? y a — 4%) dr + (3? —2xy — 3y2) dy =0. 
2875. 2yp- =3p?9+4 4y?, 


Hallar a Mciohas de las siguientes ecuaciones, para las 
condiciones iniciales que se indican: 


2876. y =42,; y=0 para r=1, 
2877. EF Yy =1; y=1 para 2=1. 
2878. y ctgr+y=2; y=2 para x=0. 
2879. e (y +1)=1; y=0 para z=0. 


2880. y' + y =C08 1; y=> para z=0), 


2881. y —2y = —22?; y=2 para z=0, 


2882. y + y=2x; y=—Í para z=0, 
2883. xy =y; a) y=1 para z=14; b) y=0 para 2=0, 
2884, 2xy'=y; a) y=1 para z=1; b) y=0 para z=0, 


2885. 2xyy' + x22—y?*=0; a) y=0 para z=0; b) y=1 para - 
z=0; c) y=0 para z=1. 


2886. Hallar una curva que pase por el punto (0; 1) y que la 
subtangente sea igual a la suma de las coordenadas del punto de 
contacto. 

2887. Hallar la curva, sabiendo, que la suma de los segmentos 
que intercepta la tangente a la misma en los ejes de coordenadas 
es constante e igual a 2a. 

2888. La suma de las longitudes de la normal y de la subnormal 
es igual a la unidad. Hallar la ecuación de la curva, sabiendo, 
que ésta pasa por el origen de coordenadas. 

2889*, Hallar la curva, para la cual, el ángulo formado por la 
tangente con el radio vector del punto de. contacto es constante. 

2890. Hallar la curva, sabiendo, que el área comprendida entre 
los ejes de coordenadas, esta curva y la ordenada de cualquier 
punto situado en ella, es igual al cubo de esta ordenada. 

2891. Hallar la curva, sabiendo, que el área del sector limitado 
por el eje polar, la propia curva y el radio polar de cualquiera 
de sus puntos, es proporcional al cubo de este radio. 

2892. Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepta 
la tangente en el eje OX, es igual a la longitud de la propia 
tangente. 
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2893. Hallar la curva, para la cual, el segmento de tangente, 
comprendido entre los ejes de coordenadas, se divide en dos partes 
iguales por la parábola y? = 2z. 

2894. Hallar la curva, para la cual, la normal a cualquiera de 
sus puntos es igual a la distancia desde este punto hasta el origen 
de coordenadas. 

2895*, El área de la figura limitada por una curva, los ejes 
de coordenadas y la ordenada de cualquier punto de la curva, es 
igual a la longitud del coorrespondiente arco de la misma. Hallar 
la ecuación de esta curva, si se sabe, que pasa por el punto (0; 1). 

2896. Hallar la curva, para la cual, el área del triángulo que 
forman el eje de abscisas, la tangente a la curva y el radio vector 
del punto de contacto, es constante e igual a a?, 

2897. Hallar la curva, sabiendo, que el punto medio del segmento, 
interceptado en el eje OX por la tangente y la normal a la misma, 
es constante, (a; 0). 

Al formar la ecuación diferencial de 1%" orden, sobre todo en los pro- 
blomas físicos, son frecuentes los casos em que conviene emplear el llamado 
método de las diferenciales, que consiste en que, las relaciones aproximadas 
entre los incrementos infinitamente Leds ingre de las magnitudes que se 
buscan, cicrtas con una aproximación hasta de infinitésimos de orden 


superior, se sustituyen por las correspondientes relaciones entre sus dife- 
renciales, cosa que no influye en el resultado. 


Problema. En un depósito hay 190 litros de disolución acuosa que 
conticne 10 kg de sal. En este depósito se vierte agua con una velocidad 
de 3 litros por minuto y se expulsa la mezcla con velocidad de 2 litros 
por minuto. La concentración se mantiene homogóuca removiendo el agua. 
¿Cuánta sal habrá en el depósito después de transcurrida una hora? 


Solución. Se da el nombre do concentración e de una substancia 
dada, a la cantidad de la misma que hay en una unidad de volumen. Si la 
concentración es homogénea, la cantidad de substancia en un volumen V 
será igual a cV. 

Supongamos, que la cantidad de sal que hay en el depósito después de 
transcurrir ¿ min, es igual a x kg. La cantidad de mezcla que hay en el 
depósito en este instante será (100++*) litros y, por consiguiente, la con- 

z 
1077 kg por litro. 

Durante el espacio de tiempo dt, del depósito salen 2di litros de 
mezcla, que contienen 2c di kg de sal. Por esto, la variación dx de la can- 
tidad de sal que haya en el depósito se caracteriza por la relación 


21 
pr: 


Esta es, precisamente, la ccuación diferencial que so buscaba. Sepa- 
rando las variables e integrando, tenemos: 


In z= —2 la (100 ++ In € 


| 
centración c= 
—de=2ledt, o bien —dera 


O sea, 
€ 


“00 FR) 
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La constante € so determina partiendo de la condición de que, cuundo 
¿=0, x=10, es decir, C=100.000. Después de una hora, en el depósito 
quedarán 
_ 100.000 


L= 1602 =3,9 kg de sal. 


2898*. Demostrar, que la superficie libre de un líquido pesado 
que gira alrededor de un eje vertical, tiene la forma de un para- 
bolvide de revolución. 

2899*. Hallar la dependencia que existe entre la presión del 
airo y la altura, conociendo, que esta presión cs igual a 1 kgf por 
41 cm? al nivel del mar y de 0,92 kgf por 1 cm? a 500 metros de 
altura. 

2900*. Según la ley de Hooke, un cordón elástico de longi- 
tud l, bajo la acción do una fuerza de dilatación Ff, experimenta 
un incremento de longitud igual a «¿FP (k-=const). ¿En cuánto 
aumentará la longitud de este cordón, por la acción de su propio 
poso W, si so lo cuelga por uno de sus extremos? (La longitud 
inicial del cordón es 1). 

2901. Resolver este mismo problema, pero con la condición de 
que on el extromo libre del cordón se suspende un peso ¿?. 

Al resolver los problemas 2902 y 2903, utilizar la ley de New- 
ton, según la cual, Ja velocidad con que se enfría un cuerpo es 
proporcional a la diferencia de temperaturas del cuerpo y del 
medio que lo rodea. 

2902. Hallar la dependencia entre la temperatura Y y el 
tiempo ¿, si un cuerpo calentado hasta Ty grados se introduce en 
un. local cuya temperatura es constante e igual a a grados. 

2903. ¿Dontro de cuánto tiempo, la temperatura do un cuerpo 
calentado hasta 100%, descenderá hasta 30%, si la temperatura del 
local es igual a 20” y durante los primeros 20 min el cuerpo en 
cuestión se enfrió hasta 60? 

2904. El efecto retardador del rozamiento sobre un disco que 
gira dontro de un líquido, es proporcional a la velocidad angular 
de rolación. Hallar la dependencia de esta velocidad angular del 
tiempo, conociendo, que el disco, que comenzó a girar con una 
velocidad do 100 r.p.m., después de pasar 1 min gira a una velo- 
cidad de 60 r.p.m. 

2905*. La velocidad de desintegración del radio es proporcional 
a la cantidad del mismo. Se sabe, que transcurridos 1600 años 
queda la mitad de las reservas iniciales de radio. Hallar «qué 
tanto por ciento de radio rosultará desintegrado cuando pasen 
100 años, 

2906*, La velocidad de salida del agua por un orificio, que 
se encuentra verticalmente a una distancia hÁ de la superficie 
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libre del líquido, se determina por la fórmula 


v=c/ 2gh, 


donde c:0,6 y g es la acoleración de la fuorza de gravedad. 
¿Cuánto tiempo tardará en salir el agua que llena una caldera 
semiesférica do 2 m de diámetro, si sale por un orificio redondo 
que hay en el fondo y que tiene 0,1 m de radio? 

2907*. La cantidad do luz que resulta absorbida al pasar por una 
capa delgada de agua, es proporcional a la cantidad de luz que 
cae sobre ella y al espesor de la misma capa. Si al atravesar una 
capa de agua de 3 m de espesor queda absorbida la mitad de la 
cantidad inicial de luz ¿qué parle de esta cantidad llegará hasta 
la profundidad de 30 m? 

2908*. La resistencia dol aire en el descenso de los cuerpos 
en paracaídas es proporcional al cuadrado de la velocidad con que 
se mueven. Hallar la velocidad límite de la caída. 

2909*. El fondo de un depósito, de 300 litros de capacidad, 
cslá cubierto de una mezcla de sal y de una substancia indiso- 
Iluble. Suponiendo que la velocidad con que se disuclve la sal 
es proporcional a la diferencia entre la concentración en el ins- 
tante dado y la concentración de la disolución saturada (1 kg de 
sal para 3 litros de agua) y que la cantidad de agua pura dada 
disuelve 1/3 de kg de sal pur min, hallar qué cantidad de sal 
contendrá la disolución al caho de una hora. 

2910". La fuerza electromotriz e de un circuito, con intensi- 
dad de corriente ¿, resistencia R e inductancia £, es igual a la 
caída de tensión Ri más la fuerza electromotriz de autoinducción 


LE. Detorminar la intensidad de la corriente ¿, on un instante £, 
si e=Esenot (E y w% son constantes) e ¿=0 cuando ¿=0, 


S 10. Ecuaciones diferenciales de ordenes superiores 
1%. Cazo de integración inmediata. Si 
ym =f (2), 
se tieno 
=V dal... | DATO Ctro Oo 
u uu 
re 


¡1 veces 


2. Casos do reducción a un orden inforior. 4) Si la 
ecuación diferencial no contiene y de forma explícita, por ejemplo: 


F(z, y » Y ”»)=0, 

poniendo y'=p, obtenemos úna écuación de orden 'inferior en una unidad 
F (x, p, p')=0, 

24—1018 
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Ejomplo 1. Hallar la solución particular de la ecuación 
zy”+y'+zx=0, 
quo satisfaga a las condiciones 
y=0, y'=0 para z=0. 
Solución. Poniendo y'= p, tenemos y”= p”, de donde 
zp" +p+yzr=0. 


Resolviendo esta ecuación como lineal con respecto a la función p, 


obtenomos: 
qa 


is 6 


De las condicionos y”=p=0 para z=0, tenemos que 0=C,—O0, es decir, 
C,=0. Por consiguiente 


E. 
P=—3 
o bien, 
dy __2 
de 2 
do donde, volviendo a integrar, obtenemos 
qa 
y= E ES 


Poniendo y=0 para z=0, hallamos C¿=0. Por consiguiente, la solución 
particular que buscábamos es 


1 
== —— y3 
y q 
2) Si la ecuación diferencial no contione x de forma explícita, p. ej. 
Fly, y”, y”) =0, A 
poniendo y'=p,y"=p E, obtenemos una ccuación do orden inferior en 


una unidad ] 
dpy 
F (1, pp 77) =0. 
Ejemplo 2. Hallar la solución particular de la ecuación 
yy —y iy! 
con la condición de que y=1, y'=0 para z=0. 


2e d ; 
Solución. Ponemos y' =p, en este caso, y” =p ay y nuestra ecuación 


so transforma en la siguiente: 
j D 


Hemos obtenido una ecuación del tipo de Bernoulli con respecto a p 
(y se considera argumento). Resolvióndola, hallamos: 


p=by Y Cy? 
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Do la condición y' =p=0 para y =1, tenemos C,¿= —1. Por consiguicn- 
te, 

p=+yVy?—1 
o bicn 


dy + ET 
dr =+y Vy 1. 


Integrando, tenemos: 
arecos— +u=C». 
Poniendo y=41 y z=0, obtenemos quo C¿=0, do donde —=008 2, O 


y =Sec z. 


Resolver las ecuaciones. 


294. y ==. 2920. yy" =y?y' +y?. 

2912. y” == —37 a 2921. yy —y' (1 y')=0. 

2913. y =14 —y?. 2922. y = 7 

2914. zy” -— y' =0. 2923. (+1) y” — (24 2) y' 4- 
+zxp2=0. 


2915. yy" =y”?. 
2916. yy" +- y'2=0. 
, 1 ” ? 
2917. (142 y yt. 290. Y + q (us ay. 
2918. y' (1+ y'? =ay”. 2926. xy” +y"=1--z. 
2919. 2y"+:zy =1. 2927. y"? y?=4. 


Hallar las soluciones particulares, para las condiciones inicia- 
les que se indican: 


2928. (1+1% y" —2xy =0; y=0, y =3 para z=0. 
2929. 14-y?*=2yy”; y=1, y =1 para r=1. 

2930. yy" +y?*=y”; y=1, y =1 para x=0. 

2931. xy" =y'5 y=0, y =0 para x=0. 

Hallar las integrales generales de las ecuaciones: 
2932. yy =V y +y*y —yy". 

2933. yy” =y?*+y Vy?+y?. 

2934, y 3— yy" = yy". 

2939. yy” +y?—y*Iiny=0. 


2924. xy” =y In L- ; 


248 
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Hallar Jas soluciones que satisfagan a las condiciones que se 


indican: 
2936. yy=4; y =1, y =1 para r=2. 
2037. yy +-y2=4; y=4, y =1 para x==(), 
2938. xy" =Y1--y? y=0 para =4; y=1 para r=e?, 
2939. y” (1-1- In 2) + y =2+1n 0; y=>. y =14 para z=1Í. 
2940, y=E (14102); =>, y =1 para z=1. 
2941. Y —y?+y (y—1)=0; y=2, y =2 para z=0. 
2942. 3y y =y+ y ?*+ 41; y=—2; y =0 para x=0., 
2943. y? 4 y?—2yy” =0; y=1, y =Í para z=0. 
2944. yy +y*+yy =0; y =1 para z=0 e y=0 para z= —1. 
2945. 2y +(y?—6x)-y" =0; y=0, y =2 para r=2. 


2046. yy? yy —y?=0; y=1, y 2 para z=0. 

2947. 2yy"—3y?=4y?%; y=1, y =0 para z=0. 

2948. 2yy + y —y?*=0; y=1, y =1 para z=0, 

2949. y =y—y; y= A: y => para z=1. 

2950. y += ely —2yy*=0; y=1, y =e para z= 0 
2951. Li-yy” +y?=0; y=0, y'=1 para z=1. 

2952. (1+yy)y =(lryu dy y=1, y =1 para x=0, 
2953. (11) y" 4-2y9=y" y=—2, y =4 para 2=1. 


Resolver las ecuaciones: 


2954. 
2955, 
2956. 


y =xy 4 y. 
y =xYy" + y —y”* 
y”? = Ay”. 


2957. yy y” =y *— y”?. Destacar la curva integral que pasa por 
el punto (0; 0) y quo es tangenle en éste a la recla y +x=0. 


2958. 


Hallar las curvas de radio de curvatura constante. 


2959. Hallar la curva, para la cual, ol radio de curvatura es 
proporcional al cubo de la normal. 

2960. Flallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
igual a la normal. 
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2961. Hallar la curva, para la cual, el radio de curvatura es 
dos veces mayor que la normal. 

2962, Hallar las curvas, para las cuales, la proyección del radio 
de curvatura sobre el eje OY es constante. 

29653, Hallar la ecuación del cable de un puente colganle, 
suponiendo que la carga se dislribuye uniformemente por la proyec- 
ción de dicho cable sobre una recta horizontal. El peso del cable 
se desprecia. 

2964*., Hallar la posición de equilibrio de un hilo flexible, 
inestirable, sujeto por sus exlremos a dos puntos y que licne una 
carga constante q (en la que se incluye el peso del propio hilo) 
por unidad de longitud. 

2965*. Un grave sin velocidad inicial resbala por un plano 
inclinado. Hallar la loy de su movimiento, si el ángulo de ineli- 
nación es igual a e, y el coeficiente de frotamiento y. 

Indicación. La fuerza do frotamiento es igual a pN, donde NY ex 
Ja reacción que opone el plano. 

2966*. La resistencia del aire a la caida de los cuerpos puede 
considerarse proporcional al cuadrado de la velocidad. HabMar la 
ley del movimiento, si la velocidad inicial es igual a cero. 

2967*. Una lancha de motor, de 300 kgf de peso, se mueve en 
línea recta con una velocidad inicial de 66 m/scg. La resistencia 
del agua es proporcional a la velocidad e igual a 10 kgf cuando la 
velocidad es de 4 m?/scg. ¿Dentro de cuánto tiempo la velocidad 
de la lancha será igual a 8 m/seg. 


$ 11. Ecuaciones diferenciales lineales 


1”. Ecuacionos homogóneas. Las funciones —yy=1(2), 


Ya=Pa[2), -.. Ya=Pn 4d se llaman linealmente dependientes, cuando existon 
unas constantes Es, Co ...» En, lales, que sin ser todas iguales a cero, se 
tiene 


CY Coya. + Chin = 0, 


en el caso contrario estas funciones reciben el nombre de linealmente 
independientes. 
La solución general de la ccuación diferencial lineal homogénea 


y Py Dd, Pr (2)y=0 (1) 
con coeficientes contínuos P; (2) (¿=1, 2, ..., n) tiene la forma 
y=Cw1 + Cae H > Elnlns 


donde yi, Y2 -.-> Yn, Son soluciones linealmente independiontes de la ecua- 
ción 0 (sistema fundamental de soluciones). 

Ecuaciones no homogéneas. La solución general de la 
ción diferencial lineal no homogénea 


YOR YODA Po (a) y=1 (2), 2) 
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siendo los cocficientes P; (x) y el segundo miembro f(x) funciones conti- 
nuas, tiene la forma 


y=yo0+Y, 
donde yy es ta solución general de la correspondicnte ecuación homogónea 
(1) e Y una solución particular de la ecuación no homogénea dada (2). 
Si se conoco un sistema fundamental de soluciones Y;¡. Y2 -». Yn de 
la ecuación homogénea (1), la solución general de la correspondiente ecua- 
ción no homogónca (2) se puede hallar por la fórmula 


y =C1 (2) y1+C2(3) y 44... -Cn (2) Ya, 


donde las funciones €; (2) (¿=1,2,..., 2) se obtienen del sistema de ccua- 
ciones 


Cito) y +€2 (7) ye FHoo. FCr (5) y, =0, 


800.000.090 OUDABAAAAS TA ea .—...o..o. .2—2<—-..2.2..2o2ox2x.2o02..bxRb2..2bLPXLPEO 


C; (2) y + C2(z) Ya +... +£,, (2) Yn =0, | 


AT E 
CUR O/C ay = 1 (z) 


(método de variación de las constantes arbitrarias) 
Ejemplo. Resolver la ecuación 


ay +Yy'=x0, (4) 
Solución. Resolviendo la ccuación homogénea 
zy" 4+y"=0, 
y=C,Mhnz+Cov. (5) 
Por consiguiente, se puede tomar 


obtenemos: 


y¡=Inx e yy=1 
y buscar la solución de da ecuación (4) en dla forma 
y =Cy (2) ln z4-€y (2). 
Formando el sistcma (3) y teniendo en cuenta que la forma reducida de la 


«“cuación (4) es y = z, obíenemos 
( Ei(z) ln r+C;(7)-1=0, 
e 1 , 
| Ci) 7 +C5(2):0=>. 
De donde 
q xd 23 
C1(1)=3F]+4 y Ca(a)= —- ln i++ +8 
y, por consiguiente, 
3 
y=+ +Aluz+B, 


donde A y B son constantes arbitrarias. 
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2968. Investigar la dependencia lineal de los siguientes siste- 
mas de funciones; 


a) x, +1; 0) x, 2? 2; 
b) a?, —2x?; P) et, es, e; 
0) 0, 4, x; gy) senz, cosz, 1; 


d) zx, 2 +4, +2; —h) sen?zx, cos” zx, 1. 


2969. Formar la ecuación diferencial lineal homogénea, cono- 
ciendo su sistema fundamental de soluciones: 


a) Y; = sen z. Yo = COS 2; 

b y=e", Yo = e”; 

C) 112, yo =x*; 

d) yy==e*, ya =e* senz, yg=e*cos 1. 


2970. Conociendo el sistema fundamenta) de soluciones de la 
ecuación diferencial lineal homogénea 


Y—2E, yy=x*, y=xv, 
hallar su solución particular y, que satistaga a las condiciones 
iniciales 
Yl rei =0, Y lnmi=—1, Y lx =2. 
2971*. Resolver la ecuación 
o=y+y=0, 


. . 7 . sen 
conociendo su solución particular y, = 


2972. Resolver la ecuación 
(Inx—1) y xy +y=0, 


conociendo su solución particular y, =x. 
Resolver las siguientes ecuaciones lineales no homogéneas por 
el método de variación de las constantes arbitrarias: 


2973. aty"— xy' = 323. 
2974*. xly” + xy —y= z?. 
2975. y" + y! =sec z. 


y 


$ 12. Ebvaciones diferenciales Jineales de 2? orden con coeficientes 
constantes 


1%. Ecuaciones homogénoas. La ecuación lineal homogénea 
do 2% orden con cocficientes constantes p y q, cs de la forma: 


y” + py' + qy =0. (1) 
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Si k, y ko son las raíces de la ecuación característica 
Pp (k) = K54- pk4-q=0, (2) 


la solución general de la ecuación (1) se escribe en una de las bres formas 
siguientes: 


1) y =C ¡eE y na si, y ka son reules y A, == Ko: 
2) ye 1 (C,+Co2), si hy = ho; 
3) y =e** (C, cos Pz + Coson Pa), si k¡=0a0+ Bl y tko=a—Bei ($ $ 0). 


2". Ecuacionos no homogéneas. La solución general de la 
ccuación diferencial lincal no homogénea 


y" + py! +9y==1 (2) (3) 
se puede escribir en forma de suma 


y=Y0H+ Y, 


donde yop es la solución general de la correspondiente ecuación (1) sin segun- 
do miembro, que se determina por las fórmulas 1) —3), e Y es una solu- 
ción particular do la ecuación dada (3). 

La función Y se puede hallar poc el método de los coeficientes indeter- 
minados cn los siguientes casos simples; 

t. f(2)=e%P, (2), dondo P, (x) es un polinomio de grado n. 

Si a no es raíz de la ecuación característica (2), es decir, q (a) += O, 
se considera Y =e**%Q, (2), donde Q, (z) es un polinomio de grado n con 
coeficientes indeterminados. 

Si a es raíz de la ecuacion característica (2), es decir, q (a)=0, “se 
o Y =z"e"*Q, (1), donde r es el grado de multiplicidad de la raíz 
a(r=1 o r-—2). 

2. $ (5) =e%% [Pp (2) cos 5a+ Qu (z) sen +z). 

Si q (a + di) +0, su considera 


Y =¿% [Sy (1) cos be + Ty son bx], 
donde Sy (1) y Ty (z) son polinomios de grado N =máx (fu, mí. 
Si por el contrario, q (a + bi) =0, Se considera 
Y =2xF"e% [Sy (2) 00s bx + Ty (2) sen bx], 
donde r es el grado de multiplicidad de la rafz a+ bi (para la ccuación 
de 2% orden r=1). : 


En el caso general, para resolver la ecuación (3) se emplea el método 
de variación de las constantes arbitrarias (véaso el y 11). 


Ejomplo 1. Hallar la solución de la ecuación 
2y” —y' —y=áxe*, 

Solución. La ecuación característica 2k%—k-—1=0 tiene las raíces 

k=1f y A La solución general de la correspondicnto ecuación homo- 
— 3 

génea (de la forma primera) es yy=C¡e* +Cje * . El sogundo miembro do la 
ecuación dada f(1)=4xre2X=e"*P, (2). Por consiguiente, Y==e2* (Ax B), 
ya que 2=1 y r==0. Derivando Y dos veces y puniendo las dorivadas en la 
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ecuación dada, obtenemos: 
207 (4Ar + 4B+4-44)— e2% (2414 281 4) —e (Ar + DB) =4zetx. 
Simplificando por 2% o igualando entro sí los coeficientes que corresponden 


a las primeras potencias de x= y los términos independientes de ambos 
miembros de la igualdad, tenemos: 


SA=4 y TA+538=0, de donde 4= y B= e. 


4 28 ., 
De este forma, Y =e2 (5-3) , y la solución general de la ccua- 
ción dada es 


1 
y=(C¡0e* +Cose 2 Le (52 > 25 ] ó 
Ejemplo 2, Hallar la solución goneral de la ccuación y” —2y + y=xze*. 


Solución. La ccuación caracteristica k2—2k+4=0 tiene una raíz 
cuyo grado do multiplicidad es dos, k=1, El segundo miembro de la 
ecuación es, f(r)==xe*%; aquí, a=1 y n=14. La solución particular Y = 
= 20" (Ar+B), puesto que a coincide con la raíz k=1 cuyo grado de mul- 
tiplicidad es igual a dos y, por consiguiente, r=2. 

Derivando Y dos veces, poniendo las derivadas en la ccuación e igualando 


los coeficientes, obtenemos Am , B=0. Por consiguiente, la solución ge- 
3 
neral de la ecuación dada se escribe de la forma 


y=(C,+Cg1) 4 e. 


Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ccuación-y” + y.=z sen z. 


Solución. La ecuación característica k?4+1=0 tiene las raíces 
ki=i y k¿=—i. La solución general de la correspondiente ecuación homo- 
génea sera [véase 3), donde a=0 y P=1]: 


yy = Cy 60s 14 Cy sen z. 
El segundo iniembro tiene la forma 
f (2) =e9%* [P, (2) cos bx 4-Qm (5) sen bx], 


donde a=0, b=1, P,(1)=0, Qmfx)=x. A úl le corresponde la solución 
particular 


Y =2 [((Ax4- B) cos z 4 (Cx+ D) sen 1] 


(aquí N=1, a=0, b=1, r=1). 

Derívando dos veces y poniendo las derivadas en la ecuación, igualumos 
entre sí los coeficientes de los dos miembros do la igualdad que correspon- 
den a cosz, zcosz, senz y zsernzx. Como resultado, obtenemos cuatro 
ecuaciones: 24A+2D=0, 46€ =0, —2B+2C=0, —44=1, de Jas cuales se 


2 
determinan: A= — 1/4, B=0, C=0, D=1/4. Por lo que Y =- E cosa 


T 
—- SON 2. 
mz 
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La solución gencral será 


gl z 
y =C,¿C03 23 4- Ca 3en T— => COS Son z. 
y 4 4- Ca Sen z tt on 


3, Principio de superposición de soluciones, Si el 
segundo miembro de la ecuación (3) es una suma de varias funciones 


f(2)=/1 (1) +12(2)+... +$n (2) 
e Y¡(i=1, 2,...,n) son las correspondiontes soluciones de las ecuaciones 
y” + py" 4 ay =1fi (2) (i=1, 2, ..., 2), 
y=Y +Y2+... + Yn 
es solución de la ecuación (3). 
Fallar la solución general de las ocuaciones: 


la suma 


2976. y —5y'+6y =0 2982. y” + 2y' y =0. 
2977. y” —9y=0. 2983. y” —4y' +2y=0. 
2978. y” —y' =0. 2984. y” +ky =0. 
2979. y +y=0. 2985. y=y"+y". 
2980. y” —2y' + 2y =0. 2986. => =3. 


2981. y” +4y' + 13y=0. 


Hallar las soluciones particulares que satisfagan a las condi- 
ciones que se indican: 


2987. y —5y' +4y =0; y=5, y =8 para z=0. 
2988. y +3y+2y=0;  y=1, y =—1 para x-=0. 
2989. y +4y=0, y=0, y =2 para r=0. 

2990. y +2y'=0; y=1, y =0 para 2=0, 

2991. y" =>; y=a4a, y =0 para z==0. 

2992. y +3y'=0; y=0 para z=0 0 y=0 para r=3. 
2993. y + uy=0; y=0 para z=0 e y=0 para z=1. 


2994. Indicar la forma de las soluciones particulares de las 
siguientes ecuaciones no homogéneas: 


a) y —4y=xte*"; 

b) y” + 9y =cos 2z; 

c) y” —4y' — 4y =sen 2x4 e*”; 

d) y” +2y' + 2y =e*sen zx; 

o) y —Sy +6y=(24+1) +26, 

l) y” —2y' + dy =xe* cos 2x— xte* sen 2. 
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Hallar la solución de las ecuaciones: 

2995. y" —4y" +4y =<2?. 

2996. y —y +y=236. 

2997. y + 2y + y=e”". 

2998. y"—Sy' + Ty =14. 

2999. y —y=e”. 

3000. y” +y=>co0sz. 

3001. y"+ y' — 2y =8sen 2x. 

3002. y"+ y' — Uy = xe?”. 

3003. y" —2y' + y =senz—+shz. 

3004. y” + y' =sen? z. 

3005. y" —2y' 4+-5y =e*" cos 2x. 

3006. Hallar la solución de la ecuación y” -y-4y=sen x, que 
satisface a las condiciones y=1, y' =1 para z=0. 

Resolver las ecuaciones: 

3007. + 07 =Asen pt. Examinar los casos: 4) p=>Y+0; 
2) p=0. 

3008. y” —T7y' + 12y = —e*”. 

3009. y"—2y' =x*—1. 

3010. y” —2y' + y =2e*. 

3011. y” —2y' =e**+ 5. 

3012. y"-—2y' —8y =e*—8cos 22. 

3013. y” +y =5x3-2e*. 

3014. y" —y' =2x— 1—3e”. 

3015. y +2y +y=e* --e7?. 

3016. y” --2y' + 10y = sen 3x + e”. 


3017. y"—4y' + 4y = 2e** + + ; 

3018. y" —3y' =x-|-cos z. 

3019. Hallar la solución de la ecuación y"—2y' =e**+4x22—1, 
que satisface a las condiciones: y= E , y =1 para x=0. 


Resolver las ecuaciones: 
3020. y” —y= 2zsen z. 


3021. y” —4y =e** sen 2x. 
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3022. y" —4y = 2 sen 2x—3 cos 23 +4. 
3023. y —2y' + 2y =4e* sen z. 

3024. y =xe* + y. 

3025. y”-| 9y =2xsenzx - eS". 

3026. y" —2y' —3y= (1 +9). 

3027. y —2y' = 3H ¿xe”. 

3028. y” —4y' 7 4y = xe?”. 

3029. y" +2y' — 3y = 212% -—(x+ 1) e*. 
3030*%, y + y =2rcosxc0s2z. 

3031. y" —2y = 2xe* (cos z—son 2). 


Valiéndose del método de variación de Jas constantes arbi- 
trarias, resolver las ecuaciones: 


e dls. de 
3032. y” Ly-=tg zx. 3036. y "+ y= a" 
ef oys A a . PR E= 1 
3033. y” —y=etg zx. SOFT. y U===r * 
3034. yyy. 3038. a) y —y=thx; 
30339. y” --2y'-l- y = — L) y” —2y = 4:x?e**, 


3039, Dos pesos iguales están colgados del extremo de un 
resorte. Hallar la ecuación del movimiento que efectuará uno de 
estos pesos, si el otro se desprende. 


Solución. Supongamos que el aumento do longitud que experimenta 
el resorte bajo la acción de uno de los posos, en estado de reposo, es igual 
a a y que la masa de dicho peso es m. Designemos con la letra zx la coor- 
denada de este peso, tomada en dirección vertical, a partir de la posición de 
equilibrio cuando sólo hay un poso. 

En este caso, 


2 
m + == mg —k (24-40), 


El 
a 


mg 


e dez 
donde, evidentemente, k=——, y por consiguiente, q La solu- 
a 


” VE E a 
ción general es =C, eos y y ¿-FC2sen y a + Las condiciones iniciales 

dx * v A 
ros dan r=4 y 7 =0 para ¿=0; de donde C¿=a4a y C¿=0, y, por consi- 
guienle, 


a, 
Z=4C0S V E 3 


lHcuaciones lineales de orden superior al 2%, con coeficientes constantes 381 


3040*. La fuerza que alarga a un resorte es proporcional al 
aumento de longitud del mismo e igual a 1 kgf, para un aumento 
de longitud de 4 cm. Del resorte está suspendida una carga cuyo 
peso es de 2 kgf. Hallar el período del movimiento oscilatorio que 
recibirá esta carga, si se tira de ella un poco hacia abajo y des- 
pués se suelta. 

3041*. Una carga, cuyo peso es P=4 kgf, está suspendida de un 
resorte al que alarga en 4 cm. llallar la ley del movimiento de 
esta carga, si el extremo superior del muclle efectúa las oscila- 
ciones armónicas verticales y=2sen30í cm y en el momento 
inicial .la carga estaba on reposo (la resistencia del medio se 
desprecia). 

3042. Un punto material de masa m, es atraído por dos cen- 
tros. La fuerza de atracción de cada uno es proporcional a la 
distancia (el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). Hallar 
la ley del movimiento de dicho punto, sabiendo que la distancia 
entre los centros es de 2b, que en el momento inicial el punto 
en cuestión so encontraba en el segmento que une entre sí dichos 
centros, a una distancia c del punto medio del mismo y que su 
velocidad era igual a cero. 

3043. Una cadena de 6 m de longitud se desliza, sin roza- 
miento, desde un soporte hacia abajo. Si ol movimiento se inicia 
en el momento cn que del soporte cuelga 1 m de cadena ¿cuánto 
tiempo tardará en deslizarse toda la cadena” 

3044. Un tubo largo y cstrecho gira con una velocidad angular 
constante «w alrededor de un eje vertical porpendicular a él. Una 
bola, que se encuentra dentro de dicho tubo, se desliza por él 
sin rozamiento. Hallar las leyes del movimiento de la bola con 
relación al tubo, considerando que: 

a) en el momento iniciaJ],Ja bola se cncontraba a una distan- 
cia a del eje de rotación y su velocidad en dicho momento era 
igual a cero; 

by) en el momento inicial, la bola se encontraba en el eje de 
rotación y tenía una velocidad inicial de y. 


$ 13, Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior al 2*, 
con coeficientes constantes 


1%. Ecuación homogénca. El sistema fundamental de soluciones 
Yi» Yz» -»-1 Yn de la ecuación lineal homogénea con coeficientes constantes 


y WM ayBaD4... any" + apy =0 (1) 


se construye sobre la hase del carácter que tiencn las raíces de la ecuación 
característica 


pra tido a dean =0. (2) 
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Es decir: 1) si k es una raiz real de la ecuación (2) de grado de multipli- 
cidad m, a ésta le corresponden mm soluciones lincalmento independientes 
de la ecuación (1): 


yy ekx, yyg=xelz, za Ym =<"=1ehx; 

2) si ax+8i es un par do raices complejas de la ecuación (2) de grado 
de multiplicidad m, a éllas les corresponden 2m soluciones linealmente 
independientes de la ccuación (1): 

y =e% cos fe, ya=e% sin Bz, yg=xe" cos fx, y, ze ** sen Bx, ... 

c..s Yomo = M1 os Bz, Yan, =2M-10% sen fiz. 


2%, Ecuación no homogénea. Ja solución particular de la 
ecuación no homogénea 


yMdayOD+... +44" + Gny =] (2) (3) 
se busca basándoso en las reglas del $ 12, 2” y 3". 
Hallar las soluciones generales de las ecuaciones: 
3045. y” — 13y" -1-12y” =0. 3058. y'V+2y”+y=0. 
3046. y”"— y = (). 


3059. yW-+ G ya 
3047. y” —L y = 0. 


3048. y!Y 1-2y” =0. PA ya, 
3049. y"—3y"+3y' —y=0. 

3050. y!V + 4y =0. + qy +Hye0. 
3051. y'Y+8y"-+16y =0. 3060. ylV-—2y" -+ y" =e*. 

3052. yiV-+ y =0. 3061. yIV-—2y* + y”=x2?. 

3053. yiV-—2y"+y=0. 3062. y”—y=x*-—1. 

3054. y1Y —a*y =0. 3063. yiY + y” =c05 4x. 

3055. y'V —6y” + 9y =0. 3064. y” + y” =1?*+14-3xe*. 
3056. yIY +aty” =0. 3065. y +y" +y +py=ze*. 
3057. yIV 1 2y" + y" =0. 3066. y” +y' =tg x8ec z. 


3067. Hallar la solución particular de la ecuación 
y +2y + 2y + y=2, 
que satisface a las condiciones iniciales y (0) = y” (0) = y” (0) =0. 


S 14, Ecuaciones de Euler 


La ecuación lineal de la forma 
(az 8)0 y00 + 4 (02 +óy0al yan... + An (0740) y Any =1 (2), (1) 
donde a, b, Aj, --.. An-1+ An, Son constantes, se llama ecuación de Kuler. 
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Para el recinto az-+)5:>0, introducimos una nueva variable indepen- 
diente £, poniendo: 


az-+b=e!. 
Entouces, 
dy dy dy 
t= -) da e = 2 —21 A IA RARA 
Ae ERES (Se dr) 


dd d2 d 4 e 
y” = 070! (Fs +23) y asi sucesivamento, 


y la ecuación de Euler se transforma en una ecuación lineal con coeficion- 
tes constantes. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 2%y” + xy" +y=1. 
Solución. Poniendo z=ef, obtenemos: 
E EEN 


de de * di3 dt2 di 
Por consiguiente, la ecuación dada toma la forma 
dy 
qye 
de dondo 


y =C, cos ¿+ Co sen ¿+1 
O sea, 
y =C,C<os (In x)-+ Ca son (In 2) -P4. 
Para la ecuación homogénea de Juler 


y MD Aa Ay. An Ty" Y Any 20 (2) 
cuando rx >0 se puedo buscar una solución de la forma 
y=x*. (3) 


Poniendo en (2) y, y”, -.., y”, determinadas por la relación (3), obtenomos 
la ecuación característica, de la que se puede hallar el exponente X.Y 

Si k es una raíz real do la ocuación característica, de grado m de mul- 
tiplicidad, a ella lo corresponderán m soluciones linoalmente independientes 


yy=2%, yy=23% ln zx, yg=af (ln 22, ..., ym=2** (In 3-1, 


Si a+ fi es un par de raíces complejas de grado m de multiplicidad, 
a ellas les corresponderán 2m soluciones linealmonte independientes 


yy =z* cos ($ 1n 2), yy =x* sen (B In z), yg=x* In 7 cos (B In 2), 
va==* In x sen (Bf ln 2), ..., Yom. =2* (In 2)71 cos (B la 2), 
Yam= 2% (In x)771 sen (B ln 2). 
Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
z3y”—3zy' +4y =0. 
Solución. Ponemos 
y=23h; y =kak"1, y =k (k—1) 2*-2, 
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Haciondo la sustitución en la ecuación dada, después de simplificar por «*, 
obtenemos lu ccuación caracierística 


k2—4k+4-4=0. 
Resolviéndola, hallamos: 
k¿=k,=2, 
por consiguiente, la solución general sorá: 
y =C 227) Cordin z. 
Resolvor las ecuaciones: 
3068. 22 HL 4302 4 y=0. 


3069. x?%y” —2xy' —3y =0. 

3070. 224” +xy" + 4y =0. 

3071. xy” —3x?%y" + 6xy' — 6y =0. 
3072. (3242) y" —7y' =0. 


3073. y =2 . 
3074. y + L 4 20. 
3075. a%y” —4xy' + 6y =x. 
3076. (1+12) y "—3 (1 +2) y + 4y = (1 xp. 
3077. Hallar la solución particular de la ecuación 
iy —y +y=2x, 
que satisface a las condiciones iniciales: y:=0, y =1 para x=1. 


S 15, Sistemas de ecuaciones diferenciales 


Método de eliminación. Para hallar la solución, por ejemplo, 
de un sistema normal de dos ecuaciones diferenciales de 1%” orden, es decir, 
de un sistema de la forma 

dy dz 
ESA qt 2) (1) 


resuelto con respecto a las derivadas de las funciones y y z que se buscan, 
derivamos una de ellas respecto a . Tenemos, por ejemplo: 


dy 0, 0, 0 | 
a eta ar (2) 


Doterminando z de la primera ecuación del sistema (1) y poniendo la 
expresión obtenida 


2=Q (a Y, SL) (3) 
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en la ecuación (2), obtenemos una ecuación de 2” orden con una función 
incógnita y. Resolviéndola, hallamos: 


y =Y (x, Ey, Eg), (4) 


donde Cy y Ca son unas constantes arbitrarias. Poniendo la función (4) en 
la fórmula (3), determinamos la función z sin necesidad de nuevas integra- 
ciones. El conjunto de las fórmulas (3) y (4), donde y se ha sustituido 
por y, da la solución general del sistema (1). 


Ejemplo. Resolver el sistema 
Y 0 ax 
Í A 
dz 3 
a O 
( dx ES de 


Solución. Derivamos la primera ecuación con respecto a z: 


dy 
dx? 


dy de 
reto 
Despejando : en la primera ecuación lenemos 
a. dy 
2=q (1442 5%) 
y poniendo este valor en la segunda, tendremos: 


dz 3 
cs, 2 PP A A XA, 
dy 2 Ñ EAN Y dz 


i d 24. 
Poniendo los valores de z y de — en la ecuación obtenida después de 


derivar, llegamos a la ecuación de 2% orden con una incógnita y: 


dy dy 
A A = —r%—áÁ : 
PAN By 612 —42+ 3. 


Resolriéndola, hallamos 
y =C je Cy Y 1141, 
y entoncos , 
Ea 1 y ' _— Cz pun 1 y 
A (1+42 a 24) AS din ar e e o cd 


De forma análoga puede procederso en el caso de sistemas de mayor 
número de ecuaciones. 


Resolver los sistemas: 


0 Y + 02, 
3079. 


a l +y+32=0. 


de 
dz 
dx 


251016 
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| = da, | Ty +360=0, 
3080. 1 q 3086. ? mm 
Vdz =Y7 | + 27—y 420! = 
cl z=0, y=4 para ¿=0 
3081. | L->, | EL, 
la 3087. a 
l dt e | dí = yy 
da, +2 dz dy dz 
> 3088*. Dir Saya 2ya S 
3082. | F=x+x, y 
dz z— Y t+y 13? 
AS de dy : 
Y _ = e) Y—2. 22% ZIy á 
dz = y FZ, 
3083. dz destacar la curva integral que 
+ y+z pasa por el punto (1; 1; —2). 
- +4 + Z=98en x, 4, 
+1= 
de 
Pue: a de 4 orcos 3089, [7 A 
E y 6990 Li +3 y=Inz. 
5 +3y+42=2z, a | 
3085. e q + ly + dz=e", 
e 3090. d2z 
y=0, ¿=0 para 2=0. a 


3091**. Un proyectil sale del cañón con una velocidad inicial vo, 
formando un ángulo «a con el horizonte. Hallar la ecuación del 
movimiento de esta proyectil, tomando la resistencia del aire pro- 
porcional a la velocidad. 

3092*. Un punto material M es atraído por un centro O con una 
fuerza proporcionala la distancia que los Separa. El movimientocomien- 
za en el punto A, a la distancia a del centro, con una velocidad inicial 
Vo, perpendicular al segmento OA. Hallar la trayectoria dol punto M. 


S 16, Integración de ecuaciones diferenclales mediante series de potencias 

Si no es posible a rar una ecuación diferencial valióndose de fun- 
ciones olementales, su solución puedo buscarse en ciertos casos en forma 
de serie de potoncias 


co 


y = $; En (1 — Xp)”. (1) 


n=0 
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Los coeficientes indeterminados c, (r=0, 41, 2, ...) se hallan poniendo la 
serío (1) en la ecuación e jgualando los coeficientes que corresponden 
a potencias iguales dol binomio x—xp¿ en ambos miembros de la igualdad 
así obtonida. 

También se puede buscar la solución de la ecuación 


y' =1 (x, y); donde y (20) = 1.0, (2) 
en forma de serie de Taylor 


00 
y (za 
y (2) = Y, A (229), (3) 
n=0 
donde y(xo)=Yo0 y'(to)=F (Zo, Yo) y las siguientes derivadas y“ (tp) 
(n=2,3,...) se hallan sucesivamente derivando la ecuación (2) y susti- 


tuyendo z por ol número zp. 
Ejemplo 41. Hallar la solución de la ecuación 


y” —zy=0, 


si Yy=Uo Y'=Yo Para 2=0. 
Solución. Ponemos 


Yy=t +0 +... teni?ee,.., 
de donde, derivando, obtenemos: 
y"=2+4c9+3-2c0324...Fnr(n—1) epa 24 (11) nep ar 
| + (242) (144) carr... 
Poniendo y e y” en la ecuación dada, llegamos a la identidad 
[2.4094 3-2032 +... +n (1—4)cn1724 (n +1) nep 4271 
+ (242) (14) enzo. Ja [coa ...Hopa+...] 0, 


Reuniendo en ol primer miembro de la igualdad obtenida los términos que 
tengan z con igual exponente e igualando a coro los coeficientes que corres- 
ponden a estos exponentes, tendremos 


€ 


C (9 
ca= 0; 3-2c3—e€9=0, 33 4-3c,—c¿=0, 4=79) 9-4 —c9=0, 
Pr 
ÍA. ete. 


En general, 
Cah =7 9 , O : 
2-3.56-...«(3—1) 3k 3-4 6-7=,..:3k (3k 4-1) 
Cah4o=0 (k=1, A 3, a E 
Por consiguiente, 
yoo (1433 ant) 
$ 


za a” 
+ (tt taaan te 


donde co=Yo Y (¿=> 


(4) 


25 
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Utilizando ol criterio de d'Alembert es fácil comprobar, que la seric (4) 
es convorgente para — o <z<-+)00. 
Ejomplo 2. Hallar la solución de la ecuación 
y=2+Yy; Yo=Yy(0)=1. 
Solución. Ponemos, 


Yo, 
2! 
Tenemos, yo=1, yi=0+1=1. Derivando los dos miembros de la ccuación 


y'=x+y, hallamos consccutivamento y" =1+4+y", y=1+41=2, y”"=y", 
yy =2, ete. Por consiguiente, 


2 2 
= 1 XL x2 — q3 .. » 
y e Ta + 31 + 


Y=Yo + Yyt+ e a 


Para ol ojempla que examinamos, la solución encontrada se puede escribir 
en la forma definitiva 


y=1+:2+2(e*—1—2x) o bien, y=2e*—1i—z. 
Análogamente debe procederse cuando se tratu de ecuaciones diferencia- 
les de órdonos superiores. La investigación de la convergencia .de las series 


obtenidas, en general, es complicada y no se considera obligatoria al resol- 
ver los problemas do este parágrafo. 


Hallar, valiéndose de serics de potencias, las soluciones de las 
ecuaciones siguientes, con las condiciones iniciales que se indican. 


En los N”. 3097, 3098, 3099 y 3101 investigar la convergen- 
cia do las soluciones que se obtengan. 


3093. y =y4-2?%; y = —2 para z=0, 

3094. y =2y+x—1; y=Yo para z=1. 
3095. y' =y?+4-x3; => para z=0, 

3096. y' 1? —y?*; y=0 para x=0. 

3097. (1Í— oy =1+x—y; y=0 para x=0. 
3098*. zy"+y=0; y=0, y =1 para x=0. 
3099. y +zy=0; y=1, y' =0 para z=0, 


3100*. y =2y +y=0; y=1, y =0 para z=0. 


3101*. y+ty+y=0; y=4, y =0 para z=0. 


3102. SE + cost==0; zI=4; ==0 para t=0. 
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$ 17. Problemas sobre el metodo de Fourier 


Para hallar la solución do una ecuación diferencial lineal homogénea, 
en derivadas parciales, por el método de Fourier, se buscan primeramente las 
soluciones particulares de esta ecuación de tipo especial, cada una de las 
cuales representa de por sí el producto de funciones que dependen de un 
solo argumento. En el caso más simple, se tiene un conjunto infinito do estas 
soluciones un a 2, ...)» linealmente independientes para cualquier 
número finito de ellas y que satisfacen a las condiciones de contorno dadas. 
La solución u que se busca. se representa en forma de serie, de estas solu- 
ciones parciales: 


4u= y CnUn: (1) 


n=—1 


Quedan por determinar los coeficientes Cy, que se hallan partiendo de las 
condiciones iniciales. 


y 


1 
2 
Fig. 107 


Problema. El desplazamiento transversal u=u (zx, t) de los puntos 
de una cuerda, cuya abscisa es z en el instante t, satisíaco a la ecuación 
0%u uy 
AE Pa 

qa gan? (2) 


donda PALO (To es la tensión y p la densidad lineal de la cuerda). Hallar 


la forma que tendrá esta cuerda en un instante £, si sus extremos z=0 
y z=1 están sujetos y en el instante inicial £=0, la cuerda tenía la forma 
de la parábola u = a (¿1—2x) (fig. 107) y sus puntos tenían una velocidad 
igual a cero. 7 

Solución. De acuerdo con las condiciones del problema se pide 
hallar una solución u =x=u (z, t) de la ecuación (2), que satisfaga a las condi- 
cionos del contorno: 


u(0, 1)=0, u(!, £)=0 (3) 


y a las condiciones iniciales: 
4h y 
u (5,0) => 2 (12),  u(z, 0)=0, (4) 


Buscamos las soluciones, distintas de cero, de la ecuación (2) de tipo 
ospecial 


u=X (2) T (£). 
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Poniendo esta expresión on la ecuación (2) y separando las variables, obte- 
nenos; 

T"(£) _ X"(z) 

AT) Xx)" 

Como las variables z y t son indopendientes, la identidad (3) solo será 
osiblo on el caso cn que el valor total de la. relación (5) sea constanto. 
esignando esta constante por medio de - 4?, hallamo3 dos ecuaciones 

diferonciales ordinarías: 


7" (1) 4(02J2-7 (()=0 y X" (2) 492X (2) =0, 
Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos: 


T (1) =Ac0s at + B sen att, 
X(7)=Ccos41+Dsen dz, 


donde A, B, €, D, son constantes arbitrarias. De las condiciones (3) tone- 

mos: X(0)=0 y X(2)=0, por consiguiente, C=0 y sea A1=0 (ya que D 
! ; Et 

no puede ser igual a coro al mismo tiempo que C). Por esto, Ay == ¿ 


donde k es un número entero. Es fácil comprobar, que no so pierdo gene- 
ralidad si se toma para k únicamente los valores positivos (k=1, 2,3, ...). 
A cada valor de A; le corresponde una solución particular 
kgux 

l > 


Up = (4, cosa ¿+ Ba sen H5% +) sen 


que satisface a las condiciones del contorno (3). 
Formamos la serie 


e , 
k 
u= >, (4, cos kon + By sen sd ) sen aii 
Rk=1 


l ¿ pon 


cuya suma, es evidente, que satisface a la ecuación (2) y a las condiciones 
del contorno (3). 

Elijamos las constantes Az y Ba de modo que la suma de la seric 
cumpla las condiciones iniciales (4). Corao 


50 
du a ken kant kasi lex 
E 7 (—ar sen — +)- By, COS j ) en —— » 

k=1 

uponiendo £=0, obtenemos: 
E h 4h 
nz + 
u (2, 0)= ) A), 30n 7 = Tí x(l—x) 


Ran 1 
wW 


00 
du (1,0) kax kaz 
ac ] 


Por consiguiente, para determinar los coeficientes Az y Br hay quo desa- 
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rrollar en serie de Fourier de senos la función u (x, 0) = 7 (lx) y da 


] z Gu (z, 0) q 
función — HT = (Q 


De acuerdo con las fórmulas ya conocidas (cap. V1Il, $ 4, 3”), tenemos: 


1 
2? 4 krz 32h 
A4=>F | 37 = (U—<) sen 7 == + 


da dz=0, Br==0. 


La solución buscada sorá: 
cos (2n + 1) ant 


_ 32h 7 On+i) nz 
A Y O 
n= 


3103*. En el instante inicial ¿=0, una cuerda, sujeta en sus 
extremos z=0 y z=1, tenía la forma de la sinusoido u = A sen + 


siendo la velocidad de sus puntos igual a cero. Hallar la forma 
de esta cuerda en el instante £. 
3104”. En el instante inicial ¿=0, a Eo puntos de una cuerda 


rectilinea O << l se Jes dio una velocidad de += 1. Hallar la forma 


que tendrá esta cuerda en el instante t, si e iremos r=0 y r=1 
están sujetos (véase el problema 3103). 

3105*, Una cuerda, cuya longitud es ¿=4100 cm, está sujeta por 
sus extremos z=0 y z=1¿. En el instante inicial se tira de ella, 
cogiéndola por el punto z=50 cm, y se separa de su posición 
normal hasta una distancia h=2 cm y después se suelta sin 
empujarla. Determinar la forma de esta cuerda en cualquier instante £. 

3106*, Al vibrar longitudinalmente una varilla recta, delgada 
y homogénea, cuyo eje coincide con el de OX, el desplazamiento de 
su sección transversal u=u(z, 1), de abscisa xr, en el instante £, 
satisface a la ecuación 


0 y Pu 9u 
—oo —=Q 
gt2 dal ” 


donde ar=Z (E es el módulo de Young y p la densidad de la 


varilla). Determinar las vibraciones longitudinales de una varilla 
horizontal elástica, cuya longitud es ¿=100 cm, que, estando 
sujeta por uno de sus extremos, z=0, y estirándose por el otro 

= 400, una longitud Al=4 cm, se suelta después sin empujarla. 
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3107. Para la varilla recta homogénea, cuyo ejo coincide cou 
el de OX, la temperatura u=u(x, t) de su sección de abscisa z, 
en un instante £, cuando no existen fuentes de calor, satislace 
a la ecuación de la conductividad calorífica 


donde a es una constante. Determinar la distribución de la em- 
peratura en una varilla de 100 cm de longitud, para cualquier 
instante f, si se conoco la distribución inicial de aquélla 


u (2, 0)=0,01x (100— 2). 


Capitulo X 


CALCULOS APROXIMADOS 


$ 1. Operaciones con numeros aproximados 


1%. Error absoluto. El error absoluto de un número aproximado a, 
que sustituye a un número exacto A, es el valor absoluto de la diferencia 
entre ellos. El número A, que satisface a la desigualdad 


| Aa] < A, (1) 


recibe cl nombre de limite del error absoluto. El númoro exacto A se halla 
entre los límites a—A <£ 4 < a +4, 0, más abroviadamente, A=a +A. 

2. Error relativo. Se entiende por error relativo do un número 
aproximado «a, que sustituye a un número exacto A(47>0), la razón dol 
error absoluto del número a al número exacto A. El número Ú, que satis- 
face a la desigualdad 


| Aa 
A 


se llama ¿límite del error relativo del número aproximado a. Como práctica- 
mente A==a, como límite dol error relativo se toma con frecuencia el 


<ó, (2) 


d A 
número do. 


3%, Número de cifras docimales exactas. Se dice que un 
número aproximado y positivo a, escrito en forma «decimal ticno rn cifras 
decimales exactas en sentido estricto, sí el valor absoluto del error de osto 


, 4 A] . , . 
púmero no excede de s de la unidad decimal de orden enésimo. En este 


caso, cuando n >41, seo puede tomar como límite del error relativo el número 


4 1 yn 
Ta (45) 


donde k es la primera cifra con valor dol número a. Reciprocamente, gi se 


4 n— 1 , 
sabe que ¿<zern li) el número a tendrá n cifras decimales 


exactas en sentido estricto. En particular, el número «a tendrá con toda 


4 (1 yr 
seguridad n cifras exactas cn sentido estricto, si 4 <> (7) E 


Si el orror absoluto do un númoro aproximado « no excede de una unidad 
decimal del último orden (como ocurre, por ej., con los números que resul- 
tan do las mediciones con exactitud hasta la unidad correspondiente), se dico 
quo todas las cifras decimales de este múmero aproximado son exactas en 
sentido amplio. Cuando cl número aproximado tiene más cifras significativas. 
éste, si es el resultado final de cálculos, se redondea generalmente de tal 
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forma, que todas las cifras que se dejan sean exactas en sentido estricto 
o en sentido amplio. 

En lo sucesivo supondremos quo, al escribir los datos iniciales, todas 
las cifras son exactas (siempre que no se advierta lo contrario) en sentido 
estricto. En cuanto a los resultados de los cálculos intermedios, éstos podrán 
tener una o dos cifras de reserva. 

Fay que advortir, que los ejomplos de este parágrafo, por regla goneral, 
representan de por sí los resultados finales de cálculos y, por consiguiente, 
las respuestas se dan en números aproximados que sólo contienen cifras 
decimales exactas. 

4%. Suma y rosta de números aproximados. El límite del 
error absoluto de la suma algébrica de varios números, es igual a la suma 
de los límites de los errores absolutos de estos números. Por esto, para que 
en la suma de una cantidad reducida de números aproximados, cuyas cifras 
decimales sean todas exactas, figuren solamente cifras exactas (por le 
menos en sentido amplio), hay que igualar todos los sumandos, tomando 
como patrón aquel que tenga menos cifras decimales, y dejar en cada uno 
de ellos, una cifra de reserva. Luego, se sumarán los números así obtenidos, 
como exactos, y se redondeará la última cifra de la suma. 

Si se trata de sumar números aproximados sin redondear, hay que pro- 
cedor a su redondeo, conservando en cada uno de los sumandos una :o dos 
cifras do reserva, y luego regirso por Jas reglas a que mos hemos referido 
más arriba, reteniendo cn la suma las cifras de reserva correspondientes 

asta terminar las operaciones. 


Ejomplo 41. 
215,21 4-14,1824+-21,4 =215,2 (1) + 14,1 (8) +-21,4=250,8. 
. — El error relativo de una suma de sumandos positivos no excodo al 
mayor de los errores relativos de sumandos. 

El error relativo de una resta no es fácil de calcular. Sobre. todo, cuando 
se trata de hallar la diferencia entre dos números próximos. 


Ejemplo 2. Al restar los números aproximados 6,135 y 6,131, con 
cuatro cifras exactas, obtenemos una diferencia de 0,004. El límite do su 
=y 0,001 +-5-0,001 
error relativo es igual a % =-—— 97 — 770,25; por consiguien- 


1 
te, ni una sola de las cifras do la diferencia es ciorta. Por esta razón, 
debon evitarso, siempre que esto sea posible, las restas de números apro- 
ximados, próximos entro sí, transformando, si es prociso, la expresión de 
que se trate de tal forma, que desaparezca esta operación. 

5% Multiplicación y división de números aproxima- 
dos. El límite del error relativo del producto y cociente de números 
aproximados es igual a la suma de los límites de los errores relativos 
de estos números. Partiendo de esto y aplicando la regla sobre el número 
de cifras exactas (3%), on la respuesta se conservará únicamente un número 
determinado de cifras. 


Ejomplo 3. El producto de los números aproximados 25,3-4,12= 
= 104,236. 

Suponiendo que todas las cifras de Jos factores secan cxactas, obtendre- 
mos, quo el límite dol error relativo dol producto será 


1 


ó=373 


0,01 + ¿730,01 == 0,003, 
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De donde, el número de cifras exactas dol producto será igual a tros 
y el rosultado, si es definitivo, deberá escribirse así: 25,3.4,12 =104, o más 
exactamente, 25,3-4,12=104,2 3- 0,3, 

6% Elevación a potencias y extracción de raíces de 
números aproximados. ll límite del error relativo de la potencia 
emésima de un número aproximado a, es igual al múltiplo m-simo del 
Jímite del error de oste número. 

El límite del error relativo de la raíz m-sima de un número aproxi- 


mado q, es igual a - parte del límite del orror relativo del número a. 


7%, Cálculo del error resultante de diversas opoera- 
ciones con números aproximados, Si Aa,,...,Ae, son los 
límites de los crrores absolutos de los números aproximados 8y,..., ln, 
el límite del error absoluto AS del resultado 


S=f (21, ...) Cn) 


se puede valorar aproximadamente por la fórmula . 
AS = se Aa... dE Nas 
lin este caso, el límito del orror relativo S será igual u 
| >|] ss + EL o 


Ejemplo 4. Calcular S=1n (10,3+"Y/4,4); los números aproximados 
10,3 y 4,4 tienen todas las cifras exactas. 
Solución. Calculamos primeramente ol límite del error absoluto AS 


=S 1 1 Ad 
en su forma general: S =1n (a+ Vb), AS = + 75) Tene- 


4 E 
mos Aa=Ab= 37; Y 4,4=2,0976 ...; dejamos 2,1, ya que el error relativo 


PE 4 1 ¡l 
del número aproximado Y/4,4 es igual a == AER ol error absoluto 
1 4 
será entonces =2 =p: decir, de las décimas se puede estar seguro. 


Por consiguiente, 
1 1 1 í 1 4 13 = 
AS= REN (+ 2371) = AR (+3) = 2% + 0,005. 
Lo que significa que las centésimas son exactas. 
Ahora procedemos al cálculo con una cifra de roscrva: 


lg (10,34 Y 4,4) = 1g 12,4=1,093; la (10,34 1/4,4) = 1,093-2,303 = 2,517. 


Obtenemos la respuesta: 2,52, 

8%. Determinación de los errores tolorables en los 
números aproximados cuando se fija el error que 
puede tener el resultado de las operaciones que con 


ellos se efectúan. 
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Aplicando las fórmulas del punto 7, cuando se dan los valores de AS 
y de 65, y considorando iguales entre sí todas las diferenciales parciales 


Y) A 0 
| sa | 80) o las cantidados | ¿| e , calculamos los errores ubsolutos 
, ] 
tolerables Aa,, ..., Adan, ... do log números aproximados a2,,...,4p,... Que 


intervienen en las operaciones (principio de la igualdad de influencias). 

Debe advertirse, que en ciertas Ocasiones no es conveniente emplear el 
principio de la igualdad de influencias en el cálculo do los errores tole- 
rables de los argumentos de las fuaciones, ya que ésto puede presentar 
exigencias prácticamente imposibles de satisfacer. En estos casos se reco- 
micnda redistribuir los errores de la forma más racional, si ello es posible, 
de modo que el error total no excoda la cantidad dada. Es decir, el pro- 
blema usí planteado, propiamente hablando, es indeterminado. 


Ejemplo 5. El volumen de la «cuña cilíndrica», es decir, del cuerpo 
truncado del cilindro circular por un plano, que pasando por el diámetro 
de la base, igual a 2R, forma con ella un ángulo a, se calcula por la fór- 


mula V=3 R3 tg a. ¿Con qué precisión debcrán medirse el radio R -= 60 cm 
y el ángulo de inclinación a, para que el volumon de la cuña cilíndrica 
pueda conocerse con una exactitud hasta de 1%? 


Solución. Si AV, AR y Aa son los límites do los errores absolutos 
de las magnitudes Y, R y a, el límite del error relativo del volumen V 
que se calcula será 


?  3AR , 244 _ 4 


==" som Za“ 100 
Suponemos L < y A <p De donde 
AR <= —41 mm; 
pa de radidn y 9”, ; 


Do esta forma, aseguraremos la exactitud del 1% que se nos exigíu, si 
medimos el radio con una precisión hasta de 4 mm y el ángulo de incli- 
nación a, con precisión hasta do 9”. 


3108. Como resultado de mediciones se han obtenido los si- 
guientes números aproximados, con todas las cifras escritas exactas 
en sentido amplio: 

a) 12%07'14”; b) 38,5 cm; c) 63,215 kg. 

Calcular sus errores absolutos y relativos. 

3109. Calcular los errores absolutos y relativos de los núme- 
ros aproximados, con todas las cifras escritas exactas en sentido 
estricto: 

a) 241,7; b) 0,035; c«) 3,14. 

3110. Determinar el número de cifras exactas *) y escribir en la 
forma que corrosponde los números aproximados siguientes: 


*) Las cifras exactas se entienden en sentido estricto. 
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a) 48,361 con precisión de un 1%; 

b) 14,9360 con precisión de un 41%); 

c) 592,8 con precisión de un 2%. 

3111. Sumar los siguientes números aproximados, con todas 
las cifras escritas exactas: 

a)25,386 + 0,49 + 3,10 + 0,5; 

b) 1,2-102 + 441,72 -+-0,09; 

c) 38,1 4+-2,0+ 3,124. 

3112. Efectuar la resta de los siguientes números aproximados, 
con todas las cifras escritas exactas: 

a) 148,1—63,871; b) 29,72 — 11,25; c) 34,22— 34,21. 

3113*. Calcular la diferencia entre las áreas de dos cuadrados, 
cuyos lados, según las mediciones, son iguales a 45,28 cm 
y 15,22 cm (con exactitud hasta de 0,05 mn). 

3114. Calcular el producto de los siguientes números aproxi- 
mados, con todas las cifras escritas exactas: 

a) 3,49-8,6; b) 25,1-1,743; c) 0,02-416,5. 

Indicar los límites probables de los resultados. 

3115. Los lados de un rectángulo son iguales a 4,02 m y 4,96 m 
(con precisión hasta de 4 cm). Calcular el área de este rec- 
tángulo. 

3116. Calcular el cociente de los números aproximados siguien- 
tes, cuyas cifras escritas son todas exactas: 

a) 5,684: 5,032; b) 0,144: 1,2; c) 216: 4. 

3117. Los catetos de un triángulo rectángulo son iguales 
a 42,10 cm y 25,24 cm (con precisión hasta 0,04 cm). Calcular 
la tangente del ángulo opuesto al primer cateto. 

3118. Calcular las potencias que se indican de los siguientes 
números aproximados (las bases de las potencias son exactas on 
todas las cifras escritas): 

a) 0,41582; b) 65,2%; e) 1,52. 

3119. El lado de un cuadrado es igual a 45,3 cm (con preci- 
sión hasta 4 mm). Hallar el área de dicho cuadrado. 

3120. Calcular el valor de las siguientes raíces (los números 
subradicales son exactos en todas las cifras escritas): ” 

a) Y 2,715; b) Y 65,2; c) 31,1. 

3121. Los radios de las bases y la generatriz de un cono 
truncado son iguales respectivamente a R=23,64 cm + 0,01 cm; 
r=17,31 4 0,01 cm y ¿=40,21 cm + 00,1 em; el número 1 =3,14. 
Calcular, según estos datos, la superficie total de este cono trun- 
cado. Acotar los errores, absoluto y relativo, dol resultado. 

3122. La hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual 
a 15,4 cm + 0,1 cm; uno de los catetos es igual a 6,8 cm + 0,1 cm. 
¿Con qué exactitud se pueden calcular, con estos datos, el otro 
cateto y el ángulo agudo adyacente a él? HaMar sus valores. 


398 Cálculos aproximados 


3123. Calcular el peso específico del aluminio, si un cilindro 
de dicho metal, de 2 cm de diámetro y 11 cm de altura, pesa 93,4 g. 
El error relativo de las mediciones lincales es igual a 0,01 y el 
de la determinación del peso, 0,001, 

3124. Calcular la intensidad de la corriente, si la fuerza 
electromotriz es igual a 221 voltios + 1 voltio y la resistencia, 
809 ohmios +41 ohmio. 

3125. El período de oscilación de un péndulo de longitud l es 


jgual a 
l 
7 = 21 V +. 


donde g es la aceleración de la gravedad. ¿Con qué precisión debe 
medirse la longitud de un péndulo, cuyo período de oscilación 
es, aproximadamente, de 2 seg, para conocer este período de oscila- 
ción con un error relativo del 0,5%? ¿Con qué exactitud deben 
tornarse los valores de n y de g? 

3126. Se necesita medir, con una precisión del 1%, el área 
de la superficie lateral de un cono truncado, los radios de cuyas 
bases tienen respectivamente 2 m y 4 m y la generatriz om 
(aproximadamente). ¿Con qué precisión se deben medir los radios 
y la generatriz y con cuántas cifras debe tomarse el número x? 

3127, Para determinar el módulo de Young por la flexión de 
una varilla de sección rectangular se omplea la fórmula 


4 BP 


donde l es la longitud de la varilla; b y d, la base y la altura 
de la sección transversal de la misma; s, la sagita de flexión y P, 
la carga. ¿Con qué precisión deberán medirse la longitud l y la 
sagita s, para que el error de E no exceda del 5,5%, con la con- 
dición de que P se conoce con una precisión hasta el 0,1% y las 
magnitudes d y hb con precisión hasta el 1%; 1 250 cm y s 2,5 cm? 


$ 2 interpolación de funciones 


14% Fórmula de interpolación de Newton. Sean Zo, Ti, ..- 
..., En los valoros tabulares del argumento, cuyas diferencias, h=4x; (Ax; = 
== Ei4—% 3 i=0, 1,... Bn--4), son constantes (intervalo de la tabla) e Yo 
Vas «+», Yn, los correspondientes valores de la función y. En este caso, el 
valor de la función y, para un valor intermedio del argumento x, se da, 
aproximadamenté, por la fórmula de interpolación de Newton: 


y—vo+a-ay0 + LID payo... LI ENE Arya (1) 
z— Lo 


Y Ayo=Y1—Yo» A?lyo==AY¿— Ayo... son las sucesivas dife- 


donde q= 
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rencias finitas do la función y. Para x=x;(i=0, 1,..., nm), el polinomio (1) 
toma los valores correspondientes de la tabla y¿(i=0, 1,...,n). Como 
casos particularos de la fórmula de Newton se obtienen: para n==f, la 
interpolación lineal y para n==2, la tnterpolación cuadrática. Para facilitar 
ol uso de la fórmula de Newton, se recomienda formar previamente las 
tablas de las diferencias finitas. 


Si y==f (7) os un polinomio de r-simo grado, 
A”y¡=const y A”ty,=0 


y, por consiguiente, la fórmula (1) es exacta. 

En el caso general, si f(x) tiono una derivada continua f(M+1(z) en el 
sogmento [a, b], que contieno los puntos y, Ly, ..., Yan y x, el error de la 
órmula (1) será igual a 


n 

o (qt)... (q—i+1) 
Ra (2)=y— >) ad TER pt 
=0 


=)pn+1 A foto (5, (2) 


donde E es un valor intermedio determinado entre z;(¿=0, 1, ...,n) y z. 
En la práctica se utiliza una fórmula aproximada más cómoda: 


a A“+lyo 
Rn (1) = TAS 1)... (q nm). 
Si se puedo tomar cualquier número n, éste deberá elegirse de tal 
forma, quo la diferencia A*+lyy sea =0 dontro de los límites de exactitud 
ada. En otras palabras, las diferencias A”yo deben ser constantes en los 
órdenes decimales que se dan. 


Ejemplo 1. Hallar el sen 26%15', valiéndose de los"datos que dan 
las tablas: sen 26” =0,43837, sen 27? =0,45399 y sen 28% =0,46947. 


Solución. Formamos la tabla 


| Yi | AY; | A?%y; 


0,43837 1562 —14 
0, 45399 1548 
0, 46947 


0 * ea YES 
Aquí, h=60", EA 


Aplicando la fórmula (1) y utilizando la primera línea horizontal de 
la tabla, tenomos . 
1/1 i 
q (7-1) 


son 26%15' =0,43837 + as (),01562 + 25 — (000014) =0,44229. 
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Acotamos el error Ro. Aplicando la fórmula (2) y teniendo en cuenta 
que | y'”>] <1, si y «sen x, tenemos: 


5-0) (42) 
alrridir A) a y_7 4.4 
[Ral < 31 (55) =13 3733 720. 


Es decir, que todas las cifras dadas para el sen 26%15' son oxactas. 
Valiéndose de la fórmula de Newton también se puede hallar el valor 
correspondiento del argumento z partiendo do un valor intermedio dado 
de la función y (interpolación inversa). Para esto, primeramente, se deter- 
mina el correspondiente valor de q, por el método de las aproximaciones 
sucesivas, suponiendo: 
y —UYo 
CO PEN A. 
A Yo 
y - . O 
ES 2! AYo ni AYo 


(i=0, 41, 2,...) 
Por q se toma el valor común (¡con la exactitud dadal) de dos aproxima- 
ciones sucesivas q" =g"+D, De donde, z=zp¿+q:4. 


Ejemplo 2. Valiéndoso de la tabla calcular aproximadamento la raíz 
de la ecuación sh z=5. 


x y=shzx 


Ay Aly 


2,2 4,457 1,009 0,220 
2,4 5,466 1,229 
2,6 6,695 


Solución. Tomando ya=4,457, tenemos: 

4,009 “41,009 
mb o IAE Ao 0,533-0,462 0,220 _ 
ES 2 Ayo 3 1,0097 


— 0,538 -+- 0,027 = 0,565; 


qu = == 0, 538; 


=0,538 + 


0,565-0,435 0,220 
2 1,009 
Do esta forma, se puede tomar 
x= 2,2-+0,565-0,2=2,24+0,113 = 2,313. 
2. Fórmula de interpolación de Lagrango. En el caso 


neral, el polinomio de enésimo grado, que para x.=z¡ toma los valores 
ados de yi(i=0, 4,...,*”), viene dado por la fórmula de interpolación de 


qe =0,538+ 


= (3,538 + 0,027 =0,565. 
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Lagrange 
(1—21) (1—2)).. «3 —n) (24 Lo) (1—29).. (tp) 
a aa RA. e 1 YH... 
(127 — 21) (24 — 59). . (Lp — Tp) Vo F 20) (24 —22). > (21 —Yn) yl 


(2— xp) (2474), (2 Eh 4) (2 %h41)---(7— Ln) ya + 
(Th — Ig) [IT p-2 4)... (2 — Tha) (2 Dry 4). «(2h — Ey) o 


(1— £o) (221). - .(1—2p._1) his 
"7 7 (E — 7) (2 — 24). . (Zn — Epa) 


y 


3128. Dada la tabla de valores de z e y: 


Zz 


lalala s]o 
y | 3 | 10 12 | | 5 
Formar la tabla de las diferencias finitas de la función y. 

3129, Formar da tabla de las diferoncias de la función y =a*— 
902 4 x3—1, para los valores de z=1, 3, 5, 7, 9 y 14. Cercio- 
rarse de que todas las diferencias finitas de 3% orden son iguales 
entro si. 

3130*. Valiéndose de la constancia de las diferencias de 4" 
orden, formar la tabla de las diferencias de la función y =x*— 
—1018+2r*+3x, para Jos valoros enteros de zx comprendidos 
en el intervalo 1 <x< 10, 

3131. Dada la tabla 


[el 


da 


lg 1 = 0,000, 
lg 2 =0,301, 
lg 3=0,477, 
lg 4 =0,602, 
lg 5== 0,699, 


calcular, valiéndose de la interpolación lineal, los números: lg 1,7; 
lg2,5; lg3,1 y lg 4,6. 
3132. Dada la tabla 


son 10? 0,1736, sen 13” = 0,2250, 
sen 11? 0,1908, sen 14? =0,2419, 
sen 12 =0,2079, sen 15 0,2588, 


completarla, calculando para ello, por la fórmula de Newton 
(para n=2), los valores de los senos cada medio grado. 


26—1016 
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3133. Formar el polinomio de interpolación de Newton para la 
función dada por la tabla 


T 


ofrfajala 


4 | 15 | 40 | 85 


NE 


3134*. Formar el polinomio de interpolación de Newton para 
la función dada por la tabla 


T 


2|4[o|8]0 


JO | 83 
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Hallar y para x=05,0. ¿Para qué x será y = 20? 
3135. Una función está dada por la tabla 


z —2 1 


2 la 


— 23 


y 23 845 


Formar el polinomio de interpolación do Lagrango y hallar 
el valor de y para z=0. 

3136. Empíricamente se han determinado las magnitudos de 
la contracción de un resorte (x mm) en dependencia de las 
cargas (Pkg) que actáan sobre él: 


) 10 | 15 | 20 | 25 40 


TÍ 


30 | 33 


49 | 105]| 172 | 253 | 352 ¡| 473 


P 619 | 193 


Hallar la carga quo produzca una contracción de 14 mm del resorte. 
3137. Dadu la tabla de las magnitudes x e y 


z oafala]s 


E] 


y | 1 —3| 25 | 109381 


calcular el valor de y para =0,5 y x=2: a) valiéndose de la 
interpolación lineal; b) por la fórmula de Lagrange. 
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$ 3. Calculo de las raices reales de las ecuaciones 


1%. Doterminación de las aproximaciones iniciales 


de las raíces. La doterminación aproximada de las raíces de una 
ecuación dada 
f (2) =0 (1) 


so divide en dos etapas: 1) la separación de las raíces, es decir, la detor- 
minación de los intervalos, lo más estrechos posibles, entre los que está 
comprendida una y sólo una raíz do la ecuación (1); 2) el cálculo de las 
raíces con ol grado de exactitud prefijado. 

Si la función f(x) está doterminada y es continua en ol segmonto 
[a, b] y f(a)-1(b) < 0, en este segmonto [a, b] habrá por lo menos una raíz E 
e la ecuación (1). Esta raíz será indudablemente única, si f'(x)>0 
o f'(1) <0 para a<x< b. 

Para hallar aproximadamente la raíz E se recomienda construir la 
gráfica de la función y=f(x) en papel milimetrado. Las abscisas de los 
puntos de intersección de la gráfica con el oje OX serán las raíces de la 
ecuación f(x)=0. Á veces, es más cómodo sustituir esta ccuación por sn 
equivalente q(2)=wy(x). IEntonces las raíces de la ecuación se hallan 
como ee de los puntos de intersección de las gráficas y=0q (2) 
e y =Y (x). 

2: ai de las partes proporcionales (método do 
las cuerdas). Si cn el segmento fa, b] se encuentra una raíz única E 
de la ecuación f(x)=0, donde la función f(x) es continua en dicho seg- 
mento [a, b], al sustituir la curva y =f(z) por la cuerda que une los puntos 
(a; F(a)) y (b; f(0)), obtenemos la primera aproximación de la raíz 

f (a) 
eq — (db — a). 2 
E ES TOS e 


Para obtener la segunda aproximación c,, aplicamos la fórmula (2) a aquél 
do los segmentos [a, cy] o le,, b] en cuyos extremos la fundión f(x) tonya 
valores de signos contrarios. De la misma forma se construyen las siguientes 
aproximaciones. La sucesión do los números cn (y=1, 2,...) converge 
bacia la raíz €, es decir 

lim cp =¿. 

n—>03 
El cálculo de las aproximaciones c(, Co, ..., por lo general, dobe continuarse 
hasta (quo cesen de variar las cifras decimales que se conservan en la 
respuesta (¡de acuerdo con el grado de oxactitud dado!). Para las operacio- 
nes intermedias deben tomarse una o dos cifras de reserya. Esta indica- 
ción tiene carácter general. 

Si la función f(x) ticne una derivada f' (+) continua y diferente de 

cero on el segmento [a, b], para acotar el error absoluto de la raíz aproxi- 
mada cy, se puede emplear la fórmula 


| f (cn) | 


|E—ep| < m 


donde | 
p== min |f (z)1. 
axsb 
32. Método do Novwton (do las tangentos). Si f (1330 
y "(20 para a<z<b, siendo f(a)1()<0, 1 (a) 1” (2) >0, las “apro- 
264 
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ximaciones succsivas z, (n=0, 1, 2,...) de la raíz ¿ do la ecuación f (1)=0, 
se calculan por las fórmulas 

Í(Ln-1) ; 

LL 34, Tn=Yru1 HS (n=1, 2,...). 3 

a Any ) o) 

Cuando se cumplen cestas suposiciones, la sucesión zx, (n=1, 2, ...) es 

monótona, y 
lim x,=f£. 


Ti» 00 


Para acotar los errores se puede utilizar la fórmula 


: E 
Ja. —E/< LED, 


donde p= min |f" (x)]. 
azxsb 


En la práctica resalta más cómodo el empleo de fórmulas menos com- 
plicadas 
Tp=K4, Lp =Yn-¡—af (2-1) (n=1, A, de (35) 


«donde a = , que dan, aproximadamente, la misma exactitud que la 


1 
P (a) 
iórmula (3). 

Si f(b) /” (b)>0, en las fórmulas (3) y (3) deberá suponerse zp=b. 
«2. Método de itoración. Supongamos que la ecuación dada se 
ha reducido a la forma 


z=0 (2), (4) 
dondo |q' (7) | <r<d1 (r es una constante) para a<¿2x<b, Partiendo del 


valor inicial do zp, pertenecionte al segmento (a, db], formamos la sucesión 
de los números Zy, Zu, ... Según la siguicnte ley: 


xr =Q (tp), Tap (tp), ..., 2 =P (Zn-1), -+- (5) 
Sia<ztn<b(n=1, 2, ...), el límite 
¿=lim zx, 
N-+$<00 


será la única raíz de la ecuación (4) en el segmento fa, b], es decir, 
z, son las aprorimaciores sucesivas de la raíz E. | ] E 

La acotación del crror absoluto de la enésima aproximación de zz la 
da la fórmula 


0 E 
(Gp 15 Pm nl 


Por esto, si Ip Y py coinciden con una exactitud hasta e, el límite del 


error absoluto de x, será 


Para transformar la ecuación f(x)=0 a la forma (4) so sustituye esta 
última por la ccuación equivalente 
donde el número A +0 so eligo de tal forma, que la función - (x—Af (2) = 
=4—)f' (2) sea pequeña en valor absoluto en las proximidades del punto 
zo (por ej., se puede suponer que 1—Af" (2) =0). 
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Ejemplo 1. Reducir dla ccuación 22—Inx—4=0 a la forma (4), si 
la aproximación inicial de la raíz ry=2,5. 
Solución. Aquí f(x)=2x—Inr—4; f' (=2L. Escribimos la 


ecuación equivalente r=x—4(22—inx—4) y en calidad de uno de los 
valores convenientes de A tomamos 0,5, múmero próximo a la raíz de la 


ecuación 
í=k 2 +) e 
tí x==2,5 


La ecuación inicial se reduce a la forma 


sele 


0 


0, es decir, a 0,6. 


z=z—(0,5(2x—1In x—4) 
o bicn, 
2244 ln de 
2 


Ejemplo 2. Calcular con exactitud hasta 0,01 la raiz E do la ecua- 
ción precedente, comprendida entre 2 y 3. 


Cálculo de la raíz por el método de iteración. Apro- 
vechamos cl resultado del ejemplo 41, suponiendo x¿=2,5. El cálculo lo rea- 
lizamos según las fórmulas (5), con una cifra de reserva. 


ti¡=2 ty In 2,5 = 2,458, 
2=2+>5 ln 2,458 = 2,450, 
Ly 2+> 1n 2,450 = 2,448, 


2=24=>3 In2,448 2,448, 
Es decir, ¿== 2,45 (cl proceso de aproximaciones ulteriores puede darse 1d 
o 


terminado, ya que la tercera cifra decimal (las milósimas) se han fija 
Procedomos a acotar cl error. Aquí 


1 i 1 
p(2)=243In z y Pp ()=>3>. 


Considerando que lodas las aproximaciones x, se encuentran an el segmento 
12,4; 2,5], obtenemos 


j 1 
= max E (2) |l=337=0é1. 


Por consiguiente, el límite del error absoluto do la aproximación zz, de 
acuerdo con la observación hecha anteriormente, es 


0,001 
fA =1541 9062 0,001. 
Da esta forma, la raíz cxacta E de la ecuación se encuentra entro los límites 
2,447 <E< 2,449; 


puede tomarso E==2,45, y todas las cifras de este númoro aproximado 
serán exactas en sentido estricto. 
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Cálculo de la raíz por el método do Newton. Aquí 
f(2)=2x—Inz—4, f'(2)=2 a, Pa=3. 


(3) <0 


En el segmento 2<x:<3 tenemos: f' (2) >0 y f" (2) >0; $(2)f 
apartado 3, para 


y f(3)f" (3) >0. Por consiguiente, las condiciones del 
Toy =3, se cumplen. 
Tomamos 


4 yi 
«== (2->) =0,6. 


Hacemos los cálculos por la fórmula (3'), con dos cifras do reserva 
7, =3-0,6 (2-3— In 3—4= 2,4592; 
zy = 2,4592 — 0,6 (2-2,4592 —1n 2,4592 — 4) = 2,4481; 
23 = 2,4481 —0,6 (2-2,4481 — In 2,4481 — 4) = 2,4477; 
2¿ =2,4477 —0,6 (2-2,4477 — 1n 2,4477 — 4) = 2,4475. 

En cesta etapa suspendemos los cálculos, ya que las cifras de las milé- 
simas no cambian más. Damos la respuesta: la raíz ¿=2,45. Omitimos la 
acotación dol error. 

5. Caso de un sistema de dos ecuaciones. Supongamos 


que hay que calcular, con un grado de exactitud dado, las raíces reales de 
un sistema de dos ccuacionos con dos incógnitas 


q (x=, y)=0, 
y supongamos también, que se tiene la aproximación inicial de una de las 
soluciones (E, n) de este sistema, =p, Y =Yo- 
Esta aproximación inicial puede obtenorse, por ej., gráficamente, cons- 
truyendo (en un mismo sistema de coordonadas cartesianas) las curvas 


Ha, y)=0 y qp(z, y)=0 y dotorminando las coordenadas do los puntos do 
intorsección do estas curvas. 


a) Método do Newton, Supongamos que el determinante funcional 


_ 049) 
O (x, y) 


no so anula en las proximidades de la aproximación inicial 1=xp, y= Yo: 
En este caso, por el método de Newton, la primera aproximación del resul- 
tado dol sistema (6) tiene la forma 1,=o-+%g Yi=Yo0 +0 donde %o, Bo 
es la solución del sistema de las dos ecuaciones lincales 


f (Lo, Yo) Foix (zo, Yo) +Bofy (zo, Yo) =0, 
P (Lo, Yo) -aypx (zo Yo) + Boy (Zo Yo) =0. 
La "segunda aproximación se consigue por el mismo procedimiento: 
12=21+ 01 Ya=Y +Pss 
donde «y, B, es la solución del sistema de ecuaciones lineales 
(Ly Y) Ha alo y) + Buy (21, 14) =0, 


P (Ey y) + ajpx (74> ya) + Baru (21, y) =0. 
Análogamente se obtiene la tercera y demás aproximaciones. 
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b) Método do ite ración. Para la resolución del sistema de ecua- 
"ciones (6) se puedo emplear el método de iteración, transformando este sis- 
tema a la forma equivalente 


x= f (x, y)» 
y suponiendo, que : 
[FL + 1000 1<r<tb IF, (e 914+10,(, 9 ]<r<1 6) 


en un entorno bidimensional determinado JU, de la aproximación inicial 
(Zo, Yo), que contiene también la solución exacta (E, n) del sistema. 

La sucesión de las Aproximacionos (tn, yn) (rn =1,2,...). que converge 
hacia la solución del sistema (7), o, lo que es lo mismo, hacia la solución 
dlel sistema (6), se forma según la siguiente loy: 


z¡=F (Zo, Yo)». Y¡=DÍZo, Yo)» 
zo= Ft Y),  Y2=0D(%1, y), 
lg= F (Za, Yo), y3g=0 (z2, Yo)» 


(09 <,.,.»o.o O O.EfL£R. CLORO 9082009. 0x r,n (€ . 0. .eo o... e. ms» 


Si todas las (tr, Yn) pertenecen a UY, lim z,=8, lim yn =1. 
—> N 00 


N-00 
Para transformar el sistema de ecuaciones (6) a la forma (7), cumpliendo 
la condición (8), se puedo recomendar el siguiente procedimiento. Examina- 
mos el sistema de ecuaciones 


| af (x, y) +Bo (z, y)=0, 
vÍ (z, y) +69 (z, y)=0, , 
equivalente al sistema (6) con la condición de que Es 4 +0. Lo volve- 
mos a escribir de la forma: 

2=x+af (<, y) 4 Pp (z, y) = F (x, y), 

y =y | Yf (2, y) 4 Óp (z, y) = 0 (z, y). 
Elegimos los parámetros a, $, y, $, de modo, que las derivadas parciules 
de las funciones F(zx, y) y D(z, y) sean iguales o próximas a cero para la 


aproximación inicial, es decir, hallamos a, f, y, 0, como solucionos aproxi- 
madas del sistema de ecuaciones 


1 +0 (Lo, Yo) FB; (To, Yo) =0, 

Al; (Zo, yo) + PO, (Zo, Yo) =0, 

VÍ: (Lor Yo) 40, (Zo, Yo)=0, 

1 Vi (Zo, Yo) +09, (Zo, Yo) =0- 
Eligiendo de esta forma los parámetros «a, fi, y, Ó y partiondo de la 
suposición de qué las derivadas parciales de las funciones f(x, y) y p (z, y) 


varían relativamente dospacio ea el entorno de la aproximación inicial 
(Zo, Yo), la condición (8) so cumplirá. 
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Ejemplo 3. Reducir el sistema de ecuaciones 


[ 124 y3-1=0, 


a—e=0 
a la forma (7), si la aproximación inicial de la raíz es xy=0,8, yo =0,55. 
Solución. Aquí f(x, y) =22+y2—4, q (zx, y) =23—y; fí (Zo, Yo)=1.6, 
hy (Zo, Yo)=1, 15 Pz (Zo, 40) =1,92, mp, (Zo, Yo) = —1. 
Escribimos el sistema, equivalento al de partida, 


a (zi yl 1 xd —y)=0, ; 
ee 1 AP ; 9/0) 
en la forma 

2= xa (12 y2—1)4 8 (23 — y), 

y = y + y (124-y2—1)4 0 (13— y). 


Elegimos en calidad de valores numéricos convenientes de a, f, y, 8, la 
solución del sistema de ecuaciones 


14+1,6 141,92 fB=0, 
11 a—f=0, 
1,6 y +1,92 0 =0, 
1+1,1 y—9=0, 


es decir, suponemos a =—0,3, B=—0,3, y =--0,5 y 9 0,4. 
En esto caso, el sisterma de ecuaciones 


( 2=2—0,3 (124 y2—1)—0,3 (13—y), 

y =y—0,5 (124 y?—1)+0,4 (19 — y), 

equivalente al de partida, tiene la forma (7) y en un entorno suficiente- 
mente pequeño del punto (zo, Yo) se cumplirá la condición (8). 


Por el procedimiento de pruebas, separar las raíces "reales de 
las siguientes ecuaciones y, valiéndose do la regla de las partes 
proporcionales, calcularlas con aproximación hasta 0,01. 


3138, ad—xI-+ 1=0. 

3139. x*+0,52—1,55=0. 

3140, a4—4r—1=0. 

Partiendo de las aproximaciones iniciales obtenidas gráfica- 


menle, calcular por el método de Newton, con exactitud hasta 
0,01, las raíces de las ecuaciones: 


3141. 2 —2a—5=0, 3143. 2%=4x, 
3142. 22—Inz—4=0, 3144. lgr=Z. 
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Utilizando las aproximaciones inicialos encontradas pgrática- 
mente, calcular por el método de itcración, con exactitud hasta 
0,01, las raíces de las ecuaciones: | 


3145. a44—5x-+-0,1=0. 3147. a13—x—2=0. 
3146. 4x=c0s zx. 


Hallar gráficamente las aproximacionos iniciales y calcular, 
con exactitud hasta 0,01, las raíces reales de Jas siguientes ecua- 
ciones y sistemas: 


3148. 4-—3x+ 4 =0. 3154. -“+2r—6=0. 
3149. 1-21? +37—5=0, 3155. F+e4=0, 
3150. 4+22—21—2=0. E 
3151. z-Inz—14=0. 2190; | el: 
3152. 34 3x—0,5=0. a. yy—4=0, 
3153. 4x—7senx=0. 200Ós | E A 


3158. Calcular, con exactitud hasta 60,001, la minima raíz 
positiva de la ecuación tgx=x. 

3159, Calcular, con exactitud hasta 0,0001, la raiz do la ecua- 
ción x-thxr=. 


5 4, Integracion numérica de funciones 


4% Fórmula de los trapecios, Para calcular aproximadamente 
la integral 


d 
Y 1) ds 


(f(x) es una función continua en [«e, b]) se divide cl segmento do integra- 
b—a 


ción [a, bj] on n partes iguales y se elige ol intervalo del cálculo h = 


Supongamos que 2¿=zp¿+ ih(xrp=4, Za=b, ¿=0, 1, 2,..., n) son las absci- 
sas de los puntos de división y que y;¡=$f(x;) son los correspondientes valo- 
res de la función subintegral y=f(x) Entoncos, por la fórmula de los tra- 
peolos, tenemos: 


b 
A 1» 
0 


con un error absoluto 
e 
En < 17 (b—a)-Ma, 


donde Ma=máx. [f” (x)[ para a<zx<b. 
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Para conseguir la exactitud dada e, al calcular la integral, se determina 
1 intervalo del cálculo kh partiendo de la desigualdad 


128 
SEI * (2) 


es decir, h debe ser del orden Ya. El valor de h así obtenido, se redondea 
por defecto de forma, que 
b-—«a 


h 


sea un número quo nos dé el númoro de divisiones nr. Dospués de deter- 
minar h y » por la fórmula (f), so calcula la integral, tomando los valores 
de la función subintegral con una o dos cifras decimales de reserva. 

Fórmula de Simpson (fórmula parabólica). Si n es 
un número par, on las notacioncs 19 es válida la fórmula de Simpson 


b 
A 


2) 


fh 


=> 


+2(Y2 + Ya + ->-- +UYn-2)) (3) 


<on un orror absoluto 
HA 
A ¿ 
Ra <150 (b—a) Ma, (4) 


«donde 1, =máx. |f1Y (2) | cuando a < zx <b. 


Para ascgúrar la exactitud dada e, al calcular la integral, el intervalo 
del cálculo Ak so dotermina partiondo dec la desigualda 


hi » 6 r 
150 4-0 M, 8 (5) 


es decir, que el intorvalo k tendrá él orden Ye. El número %k se redondea 
—q 


h 


Observación. Como no cs fácil la determinación del intervalo del 
<álculo Ak y del número n relacionado con él, por medio de las desigualdades 
(2) y (5), en goneral, en la práctica, + se halla grosoramente a tanteo. Des- 
pués de obtenido el resultado, se duplica el número n, es decir, se divide 
por dos el intervalo parcial A. Si el nuevo resultado coincide con el anterior, 
«dentro de las cifras docimales que so conservaron, se termina ol “cálculo. 
En caso contrario, so repito el procedimiento y así sucesivamente. 

Para calcular aproximadamente el error absoluto R de la fórmula de 
cuadratura do Simpson (3) se puede cmplear también el principio de Runge, 
según el cual, ¡ : 


por defecto de tal forma, que rn = 


g0oa un número entero par. 


«donde % y Y, son los resultados obtenidos en los cálculos con la fórmula (3), 
para los intervalos h y 1I=2h%, respectivamexnto. 


3160. Bajo la acción de una fuerza variable F, dirigida a lo 
largo del eje OX, un punto material se traslada por este eje desde 
la posición x=0, hasta la posición Y=4. Calcular, aproximada- 
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«mente, el trabajo A de la fuerza P, si se da la tabla de los valo- 
res de su módulo f": 


0,0 | 0,5 1,0 | 1,5 2,0 |2,9 [3,0 [as E 


1,50 0,75 | 0,50 | 0,75 1,50 | 2,75 


4,50 | 6,75 [10,0 


Efectuar los cálculos por la fórmula de los trapecios y por 
la de Simpson. ] 


3161. Calcular, aproximadamente, | (Ba? 42) dx, por la fór- 


0 
mula de los trapecios, tomando n= 10. Calcular esta integral exac- 
tamente y hallar los errores absoluto y relativo del resultado. 
Determinar el límite superior Á del error absoluto del cálculo 
efectuado para r=10, aplicando la fórmula del error que se da 
en el texto. 


3162. Calcular | as 


+1 


0 
tud hasta 107%, tomando n=10. Determinar el límite superior A 
del error absoluto, aplicando la fórmula del error que se da en el 
texto. 
Calcular, con exactitud hasta 0,01, las siguientes integrales 
definidas: 


por la fórmula de Simpson, con exacti- 


1 2 
3163. ES 3168. | 2 de 
1 q Tr 
zx gon z 
3164. | => 3169. | 2 de. 
yl 2 
dz COS z 
3165. | rea: 3170. | 2 dz 
3166 (el xdx H COS x 
E graz. 3171. | Le da 
2 1 
3167. l E £ de. 3472. | ema dz. 
i 0 


412 Cálculos aprozimados 


3173, Calcular, con cxactitud hasta 0,01, la integral impropia 


00 


Ve 3» €mpleando la sustitución =>. Comprobar el cálculo 
1 


b 
aplicando la fórmula de Simpson a la integral e dondo b 


1 
se elige de tal forma, que 
00 E á 
pa 4 
y ma <z 10 E 


3174. La figura plana limitada por una semionda de la sinu- 
soide y=senx y el eje OX, gira alrededor de este eje. Calcular 
por la fórmula de Simpson, con exactitud hasta 0,01, el volumen. 
del cuerpo de revolución que se engendra. 

3175*. Calcular por la fórmula de Simpson, con exactitud 


hasta 0,01, la longitud del arco de la elipse 2 + OR" =L. 
situado en ol primer cuadrante coordenado. 


S 5 Integracion numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias 


17. Método de las aproximaciones sucosivas (de 
Picard). Supongamos que se nos da la ecuación diferencial de 18” orden 


"=/f (z, y) (1) 
con la condición inicial y=ypg para =p. j 
La solución y (x) de la ecuación (1) que satisface a la condición inicial 
dada puede exprosarse, generalmente, de la forma 
y (2)= lim y; (2), (2) 
1400 
dondo las aproximaciones sucesivas de y; (z) se determinan por las fórmulas 


Yo (2) = YO» 


y (2) =v0 + A Ha, Yi (2) de 
*o 
(¿=0, 1,2, ...). 


Si el segundo miembro f(x, y) es una función detorminada y continua 
en el entorno 


Rí(|r—xw|<a ly—yol <d) 
y satisface en el mismo a la condición de Lipschitz 


f(x, yy—!f(z, y2)1| <£iy1—vYal 
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(L es una constante), el proceso de las aproximaciones sucesivas (2) es seguro. 
que convergerá en el intervalo 


lz—xol<h, 


donde 


Aa b 
a a, 7) 
y 

A y) |. 


Al ocurrir cesto, el error 


pa n+1 
Ba=14 (2) —Yn (2) ] ¿men LE 


(a+ 1 ? 
<con tal de que 
[zx |< td 


El método de las aproximaciones sucesivas (de Picard), con pequeñas 
modificaciones, se puede uplicar también a los sistemas normales do ecua- 
ciones diferenciales. En cuanto a las ecuaciones diferonciales de órdenes 
superioros, éstas se pueden escribir en forma de sistemas de ecuaciones 
«iterencialos. 

2. Método de Runge y Kutta. Supongamos que en un segmento 
4fado ro<z<X hay que hallar la solución y (zx) del problema (1) con una 
exactitud dada e. 


: : X=z 
Para csto, primeramente, elegimos A= 0 


(intervalo del cálculo), 


dividiendo el segmento [xy, X] en n partes iguales de forma que »1<e. Los 
puntos de división zx; se determinan por la fórmala 


T¡=2X ¿+ lih (¿=0, 1,2,..., 2). 


Los correspondientes valores de y¡=y (23) de la función que se busca, según 
el método de Runge y Kutta, se calculan sucesivamente por las fórmulas 


Yi =Y1 FAY 
E ON 


e 


donde 
¿=0, A 
y 
OS] (21, y) he 
: h AS 
e E 
(1) h 1 , 
a E 3) 


Patek, y he 


El método de Runge y Kutta tiene un orden de exactitud de h%, Una 
acotación grosera del error del método de Runge y Kutta en el segmento 
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dado [xp, X] se puede obtener partiendo del principio de Runge: 


R= | Yzm— Y) 


15 j 


donde 2=2r, Yan € Ym son los resultados de los cálculos efectuados por 
ol esquema (3) con los intervalos h y 2%. 

El método de Runge y Kutta se puede emplear tambión para resolver 
sistemas de ecuaciones diferencialos 


y =] (z, Y, 2), 2 =p (x, Y, 2) (4) 


con condiciones iniciales dadas: yar yy, 220 Para c=zq. 

3% Método de Milnc. Para la resolución del problema (1) por ur 
método de Milne, partiendo de los datos iniciales, y =ypg para r=zp, ge 
hallan por cualquier procedimiento los valores sucosivos 


Yi=Y (741), Ya=Y (Zo), Ya=14 (23) 


de la función que se busca y (z) (por ej., pres emplearse el desarrollo de 
la solución y (z) on la serio (cap. IX, $ 17) o hallar estos valores por el método 
de las aproximaciones sucesivas, o empleando el de Runge y Kutta, etc.). 


+ 


Las aproximaciones y; e y para los siguientos valores de y;¿(¿=4, 5, ..., 2h 
so hallan, sucosivamonte, por las fórmulas 


A 


3 
d=Ya bz Metal. Ñ 

donde 
fi=f(a y) y h=f(24 Y). | 
Para el control, calculamos la magnitud | 
AA . (6) 


Si e; no sobrepasa de una unidad del último orden decimal 10-M que 


se conserva en la respuesta para y (z), en calidad do y; tomamos y; y pasa- 
mos a calcular el siguiente valor y;4,, ropitiondo para ello el proceso 
indicado. Si, por el contrario, e8;¿3>107", hay que volver a empezar de 
nuevo, disminuyendo el intervalo del cálculo. La magnitud del intervalo 
inicial se dotermina, aproximadamente, de la dosigualdad h3< 107, 

Para el caso de la solución del sistema (4), las fórmulas de Milne se 
escriben por separado, para las funciones y (x) y 2(z). El orden del cálculo 
sigue siendo el mismo. 


Ejemplo 41. Dada la ecuación diferencial y' =y—z, con la condición 
inicial x(0)=1,5, calcular, con exactitud hasta 0,01, el valor de la solución 
de estatecuación para el valor del argumento =1,5. Hacer los cálculos 
combinando los métodos de Runge—Kutta y Milne. 


Solución. Elegimos el intervalo inicial del cálculo k, partiendo de 
la condición de que 4%<0,01. Para evitar complicaciones al escribir kh, 
tomamos +=0,25. En este caso, todo el intervalo do integración, desde x=0 
hasta x=1,5, so divido en sois partes iguales do 0,25 de, longitud, por 
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medio de los puntos =;(¿=0, tf, 2,3, 4,5, 6); los correspondientes valoros 
de y y de la derivada y” los dosignamoy con y; 0 y;j- 


Los primeros tres valores de y (sin contar el inicial), los calculamos 
por 01 método de Rungo y Kutta (por la fórmula (3)); los otros tres valores, 
Ya Yg O Ya, POr el métudo de Milne (por la fórmula (5)). 

El valor yg serú, evidentemente, la respuesta al prohlema. 

El cálculo lo efectuamos con dos cifras de reserva por un esquema 
determinado, que comprende dos tablas, 14 y 2. Al final de la tabla 2 
obtenemos la respuesta. 


Cálculo del valor de yy. Aquí 
2, y =—uz+y 2zi=0  yo=1,5, h=0,25. 
Tenomos, 


Ayo = + (410 + 280 + 240 + k50)) = 


=> (0,3750 +2-0,3906 +-2-0,3026-+-0,4106) = 0,3020; 


kf0 = f (Zo, Yo) h==(—04- 1,5000) 0,23 =0,3730; | 
t0) 
9=j (29 + op 0 Yo + de ) + =(—0,125 +1,5000 +-0,1875) 0,25=0,3908; 


sk 
0) 


=p (29 + > vo += ) 1=(—0,125 + 1,5000 +-0,1953) 0,25 0,3926; 


EP =*f (20h, yo -+k59) h=(—0,25 + 1,5000 +0,3926) 0,25 =0,4106; 


y == Yo + Ayo = 1,5000 + 0,3920 mu 1,8920 (las primoras tros cifras de este número; 
aproximado están garantizadas). 

Análogamente Se calculan los valoros de ya e yz. Los resultados del 
cálculo se recogen en la tahla 1. 

Cálculo del valor de y¿ Tenemos: 


fix, y =—z+y, h=0,25, z¿=1; 
Yo=1,5000, y, =1,8920, ya =2,3243, y¿= 2,8084; 
y¿=1,5000, y¡=1,6420, y¿=1,8243, y¿=2,0584. 
Aplicando la fórmula (5), hallamos: 


es ie tias 
Yi =Y0+ . (24, —Y2a + ly) = 
4-0,25 
=1,50004 == (2-1,6420— 1,8243 4-2.2,0584) =3,3588; 

Yi=1 (Ly ya) = —1 -+3,3588 =2,3588; 
= Ah, > ' 
Yi=V2 +3 lv + ys +2) = 

=2,3243 quan (2,9588 + 4-2,0584-+ 1,8243) =3,3500; 


—Y 3,3588 —3,35 
oy 1 Zi val. 138588 3,3500 208 - 7,40-0< h.0,001; 


por consiguionte, no hace falta revisar el intervalo de cálculo, ¡ 
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Tabla 1. Cálculo de Yj, Ya e Yg por el método de Runge y Kutta 
f(x, y) =—u+y; h=0,25 


h 
? f (=; - “3 
Valor y; = 2 
: z (4 , Li 
de iá Dolar Ya | 
+) 
0 0 4,5000 4,5000 0,3750 1,5625 0,3906 
4 0,25 1,8920 1,6420 0,4105 1,7223 0,4306 
2 0,50 2,3243 1,8243 0,4561 1,9273 0,4818 
3 0,75 2,8084 2,0584 0,5146 2,1907 0,5417 


Hz; +h, 
yk) 


E 14) AY; Yi+ 


0 1,5703 0,3926 1,6426 0,4106 0,3920 1,8920 
1 1,7323 0,4331 1,8251 0,4562 0,4323 2,3243 
2 1,9402 0,4850 | 2,0593 0,5148 U,4841 2,3084 
2,2073 0,5518 2,3602 0,5900 0,5506 3,3590 


Obtenemos y, =y,=3,3590 (las primeras tros cifras de esta aproximación 
están garantizadas). 

Do forma análoga efectuamos ol cálculo de los valores de ys € yg. Los 
resultados de este cálculo se incluyen en la tabla 2. 

De osta forma, finalmente, tenemos: 


y (1,5) =4,74. 


4”, Método de Adams. Para la resolución del próbloma (4) por 
el método de Adams, partiendo de los datos iniciales y (tp) = yp hallamos, 
por cualquier procedimionto, los siguientes tres valores de la función que 
se busca y (x): 


Ya=Y (21) =y (To + h) va=y (22) =Y (20 +2h), yz==y (23) =y (zo 43h) 


(estos tres valores se pueden obtener, por cj., por medio del desarrollo de 
y(z) on serie de potencias (cap. IX, $ 18). o hallándolos por el zactodo de 
las aproximaciones sucesivas (punto 1%), o empleando el de Runge y Kutta 
(punto 2”) ete.). 

Valiéndose de los nÚmoros to, tí, Ta, Ya € Yo» Y1» Yo Ya, calculamos las 
magnitudes Jo. 94 92, 43, dondo 


do =hy,=hf (Lo, Yo). M=kYN=AÍ (E Y)» 
qa=hys=hf (22, Yo).  23=hys=hf (Lg, Ya). 
Después, formamos la tabla diagonal de las diferencias finitas de la magnitud q. 
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Ay = y! = q= Aq = Alq = A%qu= 
=Yn +4 | =f (2, y) | =Y4 R| =4n41— In | =5n+1= | =4%n.41 — 
-— Agn — A%qn 


Ayo |f (2 va | a | 
Aya [Fs ya) | 93 | 
by |] | 

| Ces, vo) | q5 | 


|| 


El método de Adams consisto en continuar la tabla diagonal de diferen- 
cias valióndoso de la fórmula de Adams 


4 5 3 
An = Un + 3 Mai + 12 Algr-2+ g A3gr-3- (7) 


Así, utilizando los números g3, Aga, A?q,, A%7o, situados diagonalmente 
en la tabla de diferencias, valiéndonos de la fórmula (7) y poniendo en 


ella n==3, calculamos Aya Mtz Ag; + 4%. Hallado el valor 


Aya, calculumos y, =Y3+4y3. Conociendo z;¿ € y¿, calculamos q, =Af (24, Y4), 
incluimos yy, Aya y q4 en la tabla de diferencias y la completamos después 
con las diferencias finitas Ag3, A?g,, A?g,, situadas, junto con q¿, en una 
nueva diagonal paralela a la anterior. 

Después, empleando los números de esta nueva diagonal, valiéndonos 
de la fórmula (8) y ponicndo en ella n=4, calculamos Ay¿. Ys y 45 y obte- 
memos la siguiente diagonal: q;5, Aqa, Algz, Aga. Con ayuda de esta diagonal, 
calculamos el valor de y¿ de la solución y (1) que se busca y así sucesiva- 
mente. 

Para calcular Ay, la fórmula de Adams (7) parte do la suposición de 
que las terceras diferencias finitas Ag son constantes. En correspondencia 
con esto, la magnitud A del intervalo inicial del cálculo se determina de 
la a h4 < 107" (si se desca obtener el valor de y (x) con exactitud 
hasta 107), 

En este sentido, la fórmula de Adams (7) es cquivalonte a las fórmulas 
do Milne (5) y de Runge y Kutta (3). 

La acotación de [os errores, para ol método de Adams, es complicada 
y prácticamente inútil, ya que, en general, proporciona resultados exagora- 
dos. En la práctica se sigue la marcha de las terceras diferenciales finitas, 
eligiendo ol intervalo k tan pequeño, que las diferencias colindantes A3g; 
y A%qi,, so diferencien entre sí, como máximo, eun una o dos unidados del 
orden dado (sin contar las citras de roscrva). 

Para elevar la exactitud del resultado, la fórmula de Adams puede 
completarse con términos que contengan las diferencias cuartas y mayoros 


27—1016 


eysondsoy 


Ly =(0 1 4 | 


[90725 | 9-01-91= | 909.7 | zopz's 


OTILSIIMU $9 VU 


OLIRS0990 59 041 0c66'£ q-01= 0566 '£ LVL 2 


ce O 


OTIBSIIIU $9 0U|  Q6cE*z 065€'€ | <-0F'¿= | 065e “e 88se*z 38€ !l Ú I 007 
| 


| 
NO kt 
IA MM a Z 

| 


AN 


MO A Al LN 
Mi 


CUA 


m ((9) : 
e[naulroj *| ap 
$3U0TJP 91 pur 1fA “3 Saz (CA iy) f= LA Y _ 10 
sep opuoina 10 LA 13 2 a ( 2) a Es 
-15) O[ND]EI =!h - =1h =* oídl 


[9p O|BALAYUL 
J9P UQISIAdY 


(BAJSINI Ud NEP 65 SI]BIILU] so3ep so”) 


S30=Y “Aa (A 2) f 


S9U]HN 3p 0poz3ur qa 10d 9% a “A “A ap O NDIE) 2 D1q0z 


Integración numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias 419 


de la magnitud gq. Al bacer esto, crece ol número de los primeros valores 
do la función y que so necesitan para comenzar a llenar la tabla. Las 
fórmulas de Adams para obtenor exactitudes olovadas no las vamos a expo- 
ner aquí. 

Ejemplo 2, Calcular, por el método combinado de Run¡e y Kutta 
y Adams, para z=1,5 y con una exactitud hasta 0,01, el valor de la solu- 
ción do la ecuación diferencial y'=y-—z, con la condición inicial de que 
y (0)=4,5 (véase ol ej. 4). 

Solución. Empleamos los valores do y;,, Ya, Yg, que obtuvimos al 
resolver el problema 1. Su Cálculo se da en la tabla 1. 

Los valores siguientes de y, Ys Ye, los calculamos por el método de 
Adams (véanso las tablas 3 y 4). 


Tabla 3. Tabla principal para el cálculo de y;, Ys e Ya 
por el método de Adams 
ix, y =—z2+y; h=0,25 
(Los datos iniciales se dan en cursiva) 


2 z; Yi Ayi 4 a e Ag; A?g, | A% 
G 

olo | 1,6000 AU 1,6000 | 0,3750 | 0,0355 0,0104 | 0,0028 
1 |0,25| 1,8920 A ll | 1,6420 | o,4105 | 0,0458 | 0,0429 | 0,0037 
2 0,60| 2,8243 | IM IM | 1,8243 | 0,4561 | 0,0585 | 0,0166 | 0,0047 


3 |0,76| 2,8084 | 0,5504 | 2,0584 | 0,5146 | 0,0751 | 0,0243 | 


4 |1,00| 3,3588 | 0,6356 | 2,3588 | 0,5897 | 0,0064 | 
5 |1,25| 3,9944 | 0,7450 | 2,7544 | 0.6864 | | | 


[5 [ao Ea | | | | 


Respuesta: 4,74 


El valor yg=4,74 será la respuesta del problema. 

En los casos de resolución de los sistemas (4), la fórmula de Adams (7) 
y el esquema de cálculo que se muestra en la tabla 3, se utilizan separa- 
damento para cada una de las funciones y (2) y 2 (zx). 


Hallar tres aproximaciones sucesivas de Jas soluciones de las ecua- 
cioues diferenciales y de los sistemas siguientes: 


3176. y' =2*+y?;, y(0)=0. 
3177. y =2+y+2z, z=y—2; y(0)=1, 2(0)= —2. 
3178. y = —y; y(0)=0, y'(0)=1. 


27* 
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Tabla 4. Tabla auxiliar para el cálculo por el método de Adams 


1 5 3 
Ay: =Q: +-3 Aqia+- 7 5%1.2 +-q A%1-3 


3 - 0,5146 | 0,0293 0,0054 | 0,0011 | 0,5504 


4 0,5897 | 0,0376 po 0,0069 | 0,0014 | 0,6356 


5 0,6864 | 0,0482 9,0089 | 0,0018 | 0,7450 


Calcular aproximadamente, por cl método de Runge y Kuita, 
suponiendo que el intervalo es h= 0,2, las soluciones de las siguien- 
tes ecuaciones diferenciales y sistemas, para los intervalos que 
se indican: 


3179. x =y—zx; y(0)=1,55 (0<zr<1l). 
3180. y =+—y; y(M)=1 (U<z<2). 
3181. y =z24+1, 2 =y—2, y(0)=1, 2(0)=1 (0<zr<1i). 


Valiéndose del método combinado de Runge y Kutta y Milne 
o de Runge y Kutta y Adams, calcular, con exactitud hasta 0,01, 
los valores de las soluciones de las ecuaciones diferenciales y sis- 
temas que se dan a continuación, para los valores del argumento 
que se indican: 


3182. y =x+y; y=1 para z=0. Calcular y para z=0,5 : 
3183. y =2%+y; y=1 para z=0. Calcular y para z=1. 
3184. y =2y—3; y=1 para z=0, Calcular y para z=0,5. 
3185. y = —I + 2y +2, 
23 =23+2y+32; y=2, 2= —2 para z=0. 
Calcular y y z para z=0,5. 
3186,| y = —Sy=a, 
'“=Y 23 y=2, z=—A para z=0. 
Calcular y y 2 para 2=0,05. 


3187. y” =2—y; y=2, y =—1 para z=0. 
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Calcular y para r=1. 
3188. yiy”+13=0; y=1, y" =0 para z=1. 


Calcular y para x= 1,0. 


d2 / 
3189. Sr FS os d¿=0; z=0, 2 =4 para ¿=0. 


Hallar zx (3) y 2' (3). 


$ 6, Calculo aproximado de los coeflclentes de Fourler 
Esquoma de 12 ordenadas. Sean y,==f (tr) (n=0, 1, ..., 12) 
los valores de la función y =f(x) en los puntos equidistantes n= del 


segmento (0, 21], al mismo tiempo que yg=Y;y2- 
Formamos las tablas: 


Yo Y1 Ya Ys Ys Ys Ye 
Us1 Yío Yo Ya Y7 


sumag (2) Uy Uy Uz Uz U¿ Us Ug 
diferenc. (A) | Y¿ Uz Vz Us P5 


e 


vo uy Un uz 04 Do Dg 
Ug Us Us U5 Ur 

gumag £0 $1 $2 $3 sumas 94 O7 93 
diferenc. to ta to diferenc. Ty Ta 


Los coeficientes de Fourier an, by (n==0, 1, 2, 3) de la función y =1 (2) 
se pueden hallar aproximadamente por las fórmulas: 


Bag =Sq+ $1 +82+ 83 6b, =0,50, + 0,8660, + 03, 
62, =tp+0,8661,+0,5t2, 6b2=0,866 (t, +13), a) 
ba9= Sp — s3 +0,5 (s; —s2), 6b3= 04 —93, 


6az= fo— to, 


Va o, 4 41 
dondo 0,866 SE cy 1 “30730 . 
Tenemos: 
3 
a 
f(x) = 3 + 7 (a, cos nz +b, sen nz). 

n=1 
Se emplean también otros esquemas. Para facilitar el cálculo se utilizan 
plantillas. 


Ejemplo. Hallar el polinomio de Fourior para la función y=f(x) 
(0 <7<2n), dada por la tabla 
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Yo | Ya | Ya Y3 | Ya | Ys | Ye Y? | Ye Ya Y10 Yi 
38 | 38 | 42 | 4 14 | 4 | as —28 | —27 | —24 as | 32 
Solución. Formamos las tablas: 


38 38 12 4 14 4 —18 


y 32 8 —26 —27 —23 


u | 38 70 20 —20 —t3 -—19 -—18 
6 4 28 41 27 


» 


3 7 2-2 6 4 28 
Ul 248 -419 -43 el 27 81 
$ 20. 5 7 —2 ol 33 45 28 
t 56 89 33 T | -—21 .-—37 


Por la fórmula (1) tenemos: 
a =9.7,; a; =24,9; a,=10,3,  a3=3,8; 
b,=13,9 bo=—84; b¿=05,8. 
Por consicuiente, 
f (2) =4 3+(4, 9 cos z-+ 13,9 sen 2) + (10,3 cos 27 —8,4 sen 21) +- 
) +(3,8cos 3x+0,8 sen 32). 
Valiéndose del esquema de 12 ordenadas, hallar los polinomios 
de Fourier para las funciones siguientes, dadas en el segmento 
f0, 270] por las tahlas de sus valores, correspondientes a los valo- 
res equidistantes del argumento (yo = y12); 


3190. yo=—7200 ys=4300  yo=7400 yo=7600 


y == 300 ya =0 y = —2250  y1o = 4500 
ya = 700 ys == —5200 ys¿= 3850 Y, = 250 
3191. yo = ya =9,72 Ye = 7,42 Ya =5,60 


y = 6,68 y, =8,97 yy = 6,81 Y1p = 4,88 

Ya = 9,68 ys = 8,18 Ya =6,22 Yu = 3,67 
3192. yy=2,714 y=1,273  y¿=0,370 Yo = —0,357 

y, = 3,042 y, =0,788 y, =0,540 Y1o = —0,437 

ya = 2,134 Ys =0,495 Ya =0,191 Ys, =0,767 


3193. Calcular unos cuantos primeros cooficientes de Fourier, 
por el na de 42 ordenadas, para las siguientes funciones: 


a) f(1)=> = > (1 —3n2?+ 2141) (0<r<2m, 
b) ()=+ (1— xau)? (0<z<2m). 


SOLUCIONES 


Capitalo | 


ls )a—0]+ 101. De 
|a|. Por constguieute, 

] a eltIco/=lel+151 
a) —-2<X12<4; b <-—3, 2 >40) —1<r<0;d)2>0, 4. —24; > 
0; 0: 0; 6.5.1; 4 E VIT, | YIFA UVIFE 6%; 0. 
7. (2) rt. 8. )=+ nr. 9 0,4. 10, 7 (24/21). 
13.2) —o<r<—YV2 YP2<z<+0;b)12=0,[2]:> Y 2. 14. —1<x<2, 
Rosolución. Debe ser 241x220, o 23—x—2<0, es decir, (2+1) x 
x (2—2) 0. Do donde, o +10, z—2.<0, es decir, —1< 1 < 2; O por 
el contrario z4+1<0, z—270, es decir, z <--1, 2.22, lo que no es posi- 
ble. Do esta forma, —1<z<2. 15 —2<x<0. 16. =-0o<z1z<-—1,0< 


xrSt. 17. —2X<2<2.18 —1<r<t, 2X<1< +00. 19, ES l 
20. 1<7<100. 21. in<z<tia+R (k=0, +1, +2,...). 22, p(2= 
= 214 — 5232-40, p(íx)=-—32046z. 23. a) Par; b) impar; C) par; d) impar; 
c) impar. 24. Indicación. Empléese la identidad 1)=>3 (1) + 


s 


++ (+) —/(—2)]. 26. a) Periódica, r= 0 b) poriódica, T= 


2 
= Cc) poriódica, Pz; d) periódica, T=n, e) aperiódica. 27. y= 


b = e he .. b . a -. 
=> 5, si O<tjVVc y=b, sicZ<z<x 8; S=3 a, si0<zxe y =bxr— 
be 


—a + si cZx<na. 28. m=q, cuando 0<zx<lj mx=qii+q(r—!;) 
cuando 4<12<U+log m=qyl; goleo +3 (2 —1,—lo) cuando l+Hlo << 
< U+lo+l3=1. 29. q (y (2)) = 22%; Y (p (1) =2. 30. z. 31. (14-2). 37. 3; 
0; z- 38. a) y=0 cuando r=—i4, y >0 cuando z">—4t, y<0 


cuando 1 —1; hb) y==0 cuando z=-—4 y 2=2, y >0 Cuando —1<1< 
<2 y<0 cuando —o<z<-—1 y 21 +00 €) y>0  Cuan- 
do—o<x< +00 dy) y=0 cuando x=0, 2=-—VY3 y z=Yy3, y >0 
cuando —YVI<zx<0 y Vi<ic< +00, y<0 cuando —00< 2<— 1/3 
y 0<rI< V3 e) y=0 cuando z=1, y >0 cuando —»<I<—4 y 1< 


<i<+o y<0 cuando 0Xx<i4. 39. a) 2-5 (y —3) (—o< y < +00); 
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b) 2=VyEl y 2= —Vy HH A<yY< +00) 0)2=P IP (—o< y< 
<¿+o0); d) 2=2:10Y(—0< y <+4+ 00); 0) :=+ tg y (-F<y< E) : 
A0. z=y cuando —c00< y <0; x= Y y cuando 0< y < +00. 41. a) y =u10, 
u=2r—3; hb) y=2*%, u=C0s x; €) y="Ig u, U=tgo, v=: d) y —arcsen u, 


u=3%, v=—z?, 42. a) y=sen*zx; b) y =arctg V lg z; c) y =2(12—4), el 
[zi|<t, e y=0, si Jr] >1. 43. a) y==c08s2l, Va <!|zl< V2n; b) y= 
= lg (10 —10%), —00< x < 1;c) y=3 cuando —o<z<0 e y=xzx cuando 
0dEr<+0o. 46. Indicacion. Véase el apéndice VI, fig. 1. 51. Ind i- 
cación. Completando cuadrados en el trinomio de segundo grado, 
tendromos y=Yo+a(x—xy)?, dondo zx =-—b/2a “e yy =(4ac—b2)/4a. De 
donde la gráfica quu se busca es la parábola y=—azx2, desplazada a lo 
largo del cje OX en la magnitud zp y a lo largo del eje OY en 
la magnitud yo 53, Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 2. 
58, Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 3. 61. indicación. 


Esta gráfica representa de por sí la hipérbola y=—, desplazada a lo 


largo del eje OX on la magnitud ry y a Jo largo del ejo OY en la magni- 
tud yo e Indicación. Separando la parte cutera, tendremos y== 
=3-5 / (=+3) (compárese con ol N 61). 65, Indicación. 
Véase el apéndice VI, dibujo 4. 67. Iadicación. Véase el apóndice YI, 
dibujo 5. 71. Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo 6. 72. Indi- 
cación. Véaso el apéndice VI, dibujo 7. 73. Indicación. Vóase el 
apéndice VI, dibujo 8. 75. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 19. 
78. Indicación. Véaso el apéndice VI, dibujo 23. 80. Indicación. 
Véase el apéndice VI, dibujo 9. 81. Indicación. Véase el apéndico VI, 
dibujo 9. 82. indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 10. 83. Indi- 
cación. Véase el apóndice VI, dibujo 10. 84. Indicación. Véase el 
apéndico VI, dibujo 11. 85. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 11. 
87. Indicación. El período de la función 7 =2n/2. 89. Indicación. 
La gráfica que se busca es la siausoide y=5 sen 2z con amplitud 5 y perío- 
do 7, desplazada hacia la derecha a lo largo del eje OX en la magnitud 
4 


l >> 90. Indicación. Poniendo a=Ac0sq y b=-—Asen p, tendremos 


y =4 sen (z-—«q), donde A= Y a? 4-5? y p=arctg ( -=) . En nuestro caso, 


A=40, p=0,927. 92. Indicación. costz=> (1400922). 93, Indi- 


cación. La gráfica que se busca es la suma de las gráficas y; =x 0 Yyo== 
=—=senz. 9%, Indicación. La gráfica que se busca es el producto de las 
gráficas y¿=x e ya=sen z. 99. Indicación. La función es par. Para 
z >0 determinamos los puntos para los cuales 4) y=0;, 2) y=1 y 3) y= 
= —1. Cuando z > +oo y >1. 101. Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 44. 102. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 15. 
103. Indicación, Véase el apóndico VI, dibujo 17. 104. Indicación. 
Véase el apéndice VI, dibujo 17. 105. Indicación. Véase el apéndico VI, 
dibujo 18. 107. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 18. 118. Indi. 
cación. Véase el apéndice VI, dibujo 12. 119. Indicación. Véase el 
apéndice VI, dibujo 12. 120. Indicación. Vease el apóndice VI, dibujo 13. 
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121. Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo. 13. 132. Indicación. 
Véaso el apéndico VI, dibujo 30. 133. 'Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 32. 134. Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo 31. 138. In- 
dicación. Véase el apéndice VI, dibujo 33. 139, Indicación. Véase 
el apéndice VI, dibujo 28. 140. Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 25. 141. Indicación. Formamos la. tabla de los valores 


Construyendo los puntos (zx, y) obtenidos, resulta Ju curva buscada (véase 
ol apéndice VI, dibujo 7). (El parámetro t, al hacer esto, no se marca geo- 
métricamente). 142. Véase el apéndico VI, dibujo 19, 143. Véase el apén- 
dice VI, dibujo 27. 144. Véase ul apéndice VI, dibujo 29. 145. Véase el 
apéndice VI, dibujo 22. 150. Véaso el apéndice VI, dibujo 28. 151. Indi- 
cación. Resolviendo la ecuación con respecto a y, Obtencmos ys 
=>+"Y23—z22?. Después de lo cual es fácil construir la curva que se busca 
por puntos. 153. Véase el apéndice VI, dibujo 21. 156, Véase el apóndice VI, 
dibujo 27. Basta construir los (x, y) correspondientes a las abscisas 
=0, + >> + e. 157. Indicación. Resolviendo la ccuación con ros- 
ecto a x=, tendromos z=10 lg y —y(*). De donde obtenemos Jos puntos (zx, y) 
e la turva que se busca, dándole a la ordenada y valores arbitrarios (y > 0) 
y calculando por la fórmula (*) la abscisa zx. Debe tenerse en cuenta, que 
le y — —coo cuando y-—> 0, 159. Indicación. Pasando a las coordenadas 


polares r= 124 y? y tgp=2 , tendremos r=e" (véase el apéndice VÍ, 


dibujo 32). 160. Indicación. Pasando a las coordenadas polaros z= 


a _ _ 3sENPCosQ ' 
="rc08 p o y=r sen q, tendremos r==3 e (véase el apéndice VI, 


dibujo 32). 161. F=32+1,8C. 162. y=0,6z (10—2); Ym¿y =1%9 para ==. 


b b xx 4 
163, y=5 sen zx; U máx =>3 para 2=>37. 164. a) => to=2, bh) r= 
=0,68; c) 1, =1,37, 29 ==10; d) z=0,40; e) z=4,50; f) x=0,86. 165. a) 1,=2, 
Y1=5; rg=5, Ya=2; b) 21 =—3, Yy=—2; 22= —2, Yg= —3; 13=2, Ya=3, 
2,=3, Y.=2; 0) 2,2, yy=2; 223,1, yos= —2,5; d) 2, —3,6, yy =—3,1; 
Ty 22,7, Ya 2,9; 23352,9, yg1,8; 2131, y¿=—1,6; e) =>, 


Ya II). ya 1. S 
Y=3G-: EZ) Y — 7) 166. A a) n >4; b) n7>10; c) n> 
> 32. 167. n>h-1=N: a) N=9; b) N=99; c) N=9%0. 168, ¿== (e< 


< 1). a) 0,02; 0) 0,002; c) 0,0002. 169. a) lgz<—N cuando 0<z< 8 (NW); 
bh) 2% >N cuando 1 >X (N); e) |f()] >N cuando |=| >X(W). 170. a) 0; 


b) 4;.c) 2; d) 2 174, 5: 172, 4. 173, —z. Má, 4, 175,3. 176, 4, 
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177. Z. 178. Indicación. Emplear la fórmula 124-283+... +n2= 


== n(n+1) (241). 179. 0. 180. O. 181. 1. 182. 0. 183. co. 184. O. 185. 72. 
186. 2. 187. 2. 188. co. 189, 0. 190. 1. 191. 0. 192. 00. 193 —2. 194. co. 


1 0h 21 292 _— 1 4 Y 
195, 2. 196. 7. 197. 32%. 198. —1. 199, 7. 200, 3. 201, 7. 202. «y . 
203. —L. 204. 12. 205, 2. 206. — L. 207. 1. 208. ——. 209, —. 
36 z 3 2 Yz 3 y 22 
210. —2 211.0. 212. 2.213, —2. 214. L. 215. 0. 246. a) L sen 2; 
. 3" . e e 2 4 e > 9 . . 2 . . . . 2 9 
b) 0. 247. 3. 218, 7. 219. 7. 220. 1. 221. => 222. coya. 223. —sena. 


224. ax. 225, cosx. 226, 7 Y. a) 0; b) 1. 228, MA 229. 5 230. 0. 


1 1 1 1 

a AP y al 2 a E) a e A . S. ¡ P 2), a p o ue 

231. ES 232, 5 (n2 —m2). 233 5 234. 1. 235 g7* . 2360 . 231. A" 
238. JT. 239. + e 240. 4. 241, t. 242. = . 243. 0, 244. 5 . 245. 0. 246. el. 


ZAT. e2, 248, eri. 249, ef, 250. e%. 251. e. 252. a) 1. Resolución. 
1 


EN 1 > 
lim (cos 2% = lim (— (1 —cos x)] + =1imm (4 —2 sonas) = lim (1-2 sen? x 
a—»() x>0 q 


x-»0 XK 
1 
— 2 sen? — 2 

pa 2 sent Ea lim [2227] 2 sen? E 
x=) | A sd , Como lim| -—-—_—— )= 

2 x—0 T 

sen 1 
z 2 2 e - _ 
=— —2 lim 77 ]=—2:1-lim 7=0, teadremos lim (cos x)* = 
x>0 + 4v x>9 4 x>0 
2 

0 1 . 7 > . 4 

==e9=4, h) Yi . Resolución. Análogamente al anterior (véase a). 
e 
XxX 
—2 sent — 
1 lim iaa —2 sen? 
lim (cos 1) = e 29 sá Como lim 1 j=-—2 lim x 
x—(Q x>0 at x0 
2 
sen H 1 1 
2 q? 4 j A 1 : 
Xx al => teadremos lim (cos 23% =e === . 293. In 2 
- 11 ú x>0 Ve 


254. 10 Ige. 255, 4. 256. 1. 257. —7 . 258. 1. Indicación. Poner e*— 


—1=a, doude a —- 0. 259. Ina. Indicación. Emplear la idontidad 


. 4 A 4 e 
a. ¿Tm 260. Ina. Indicación. Poner =0% donde a —>0 (véase el 
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Mi 259). 261. a—b. 202, 4. 263. a) 1; D) 7. 264. a) —4; b) 1. 265, a) —4; 


b) 1. 266. a) 1; b) 0. 267. a) 0; b) 4. 268. a) —4; b) 1. 269. a) —3; b) 4. 
270. a) 00; b) +00. 271. Resolución. Siz +hgn (km=0, +41, +2, ...), 
cosir< 41 e y=0; si, por el contrario z=kx, costzrx=1i 0 y=1. 272, y=:zw 
cuando 0 <z< 1; yes cuando z=14; y="x0 cuando z>>1. 273. y=|x]. 
274. y=-5 cuando z<0; y=0 cuando z=0; y=>5 cuando 2 >0. 
275. y—4 cuando 0< 2 < 1; y=z cuando 1 z< +00. 276. 70 * 277. 2, > 
ES 
— 5 79 >00. 278. n. 279. 2aR. 280. 7. 281. 13 . 282. En. 


ab 


el — 1 
234, lim ACA=>p 285. y - 286. k=1, b=0; la recta y==x es asintota de 
N-—00 
_ ad 1 (m)_ ki yn Sl 
la curva == 1 - 287. Q;"=Q5s (1+5) , donde k es el coeficiente 


de proporcionalidad («regla de interés compuesto»); Q¿=Qpe*t. 288. |x| > 
>+ a) [21 >10; b) [2]>>100; c) |2]>>1000. 289. ¡2—1|<-=3 cuando 
O<e<t; a) Ja—=1]<0,05 b) [z2—1|<0,005; e) |z—t|< 0,0005. 
290. |[z—2|<-=7=6; a) 0=0,1; b) 4=0,01; c) 9=0,001. 291. a) segundo; 


b) tercero. =, >. 292. a) £; b) 2; c) 3. 293, a) 1; b) 250 Zi 0) 2 


e) 3. 295. No. 296, 15. 297, —1. 298. —1, 299. 3, 300. a) 1,03 (1,0296); 
b) 0,985 (0,9849); c) 3,167(3,1623). Indicación. Y10=Y9+1= 
=3Y/ 14-75 d) 10,954(10,954). 301. 1) 0,98(0,9804); 2) 1,03(1,0309); 
3) 0,0095 (0,00952); 4) 3,875(3,8730); 5) 1,12(1,125); 6) 0,72(0,7480); 
7) 0,043 (0,04139). 303. a) 2; b) 4; c) DÉ d) q 307, Indicación. Si 
z >0, cuando |Ax/< zx, tenemos | Vzi+tar—Vz|=!arlHYr+azr+ Vz)< 
<|Az|/Vz. 309. Indicación. Utilizar la desigualdad | cos (1-4 Ax)— 
—eosx |< [Az]. 310. a) x + + ka, donde k es un número untero; b) x + 


=XH hr, donde k es un número entero. 311. Indicación. Utilizar la de- 
sigualdad [|z+Azx|—[|z|| <]Azr|. 313 A=4. 314. f(0)=1. 315, No, 


316. a) $(0)=m D) 1(0) ==; €) F(0)=2; d) / (0) =2; e) /(0)=0; 1) /(0)=4. 


317. r=2, es un punto de discontinvnidad de 24 especie. 318, = —1, os un 
punto de discontinuidad evitable. 319. = —2, es un punto de discontinui- 
dad de 2% especie; z=2, cs un punto de discontinuidad evitable. 320, x=0, 
es un punto de discontinuidad de 1% espocie. 321. a) 2.=0, es nn punto de 
discontinuidad de 28 especie: b) x-=0, es un punto de discontinuidad evi- 
table. 322. =0, es un punto de discontinuidad evitable, z=xx (k=wÍ, 


+2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 323. 2=20 +5 (k=0, 


+1, +2,...) son puntos de discontinuidad infinita. 324. z=kxa (k=0, 
+4, +2, ...), son puntos de discontinuidad infinita. 325. =0, es un 
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puato de discontinuidad de 1% especie. 326. z= —1, es un punto de discon- 
tinuidad evitable; z=1, un punto de discontinuidad de 1% especie. 327. x= 
= —4, es un punto de discontinuidad de 2% especie. 328, =0, es un punto 
de discontinuidad evitable. 329, -=1, es un punto de discontinuidad de 12 
ospocic. 330, z==3, es un punto de discontinuidad de 14 especie. 332. z=1, 
cs un punto de discontinuidad de 1% espocie. 333. La función es continua, 
334. a) =0, es un punto de discontinuidad de 12 especie; b) Ja función 
es continua; €) r=kx (+, es un número entero), son puntos de discontinui- 
dad de 12 especie. 335. a) z=% (kk, es un número entero), son puntos de 
discontinuidad de 1% especie; b) z=+ (k <= 0, es un número entero), son 
puntos de discontinuidad de 14 especie. 337. No, porque la función y=£ (z) 
es discontinua cuando z==1. 338, 1,53, 339. Indicación, Demostrar, 
que cuando zy es suficientemente grande, tenemos P (— zp) P (29) < 0. 


Capítulo 11 


341. a) 3; b) 0,24; c) 2h-+A2 342, a) 0,1; b) —3, c) aFA—P u. 344, a) 624; 
1560; b) 0,04; 100; c) —1; 0,000014. 345. a) eAx; a; h) 3x2Ax+ 


+3z (42)24(42)); 32243242 +(42)3; c) A A 
O 1 9x (25%, 4) 
) Vi+a2—VYz vn A AA 


zT+Az "4 Á 
tj PE (+). 346. a) —1; b) 0,1; c) —h; 0. 347. 21. 


348. 15 cm/seg. 349. 7,5. 350. AS - 31, f(1)= 


== lim 1(4+47)—1(2) AQ. “Pim 29 
A RS: A donde q, es la 


magnitud del ángulo de rotación en el instante t. 353. a) + , b) F= 
= lim am : A E , ¿Q ee 
o dE? donde T os la temperatura en el instante +. 35%. 


= lim, donde Q es la cantidad de substancia en el instante t. 


355. a) e b) lim . 356. a) —L-046; b) — 120,238; 


Aax—>0 
c) yr e —0,249; Yiao=—0,2%. 357. sectr. Resolución. y = 


== lim rr) 187 = lim sen Az — lim Sen Ár Xx 
< 


Ax 0 ax>»0 Azcoszcos(r+Az) —Ax»0 Az 


lim 1 = 4 _sec2tz. 358. a) 322; b)-2:; 0) LL; 
ax>»0 cos cos t£+ Ax)  cosiz xd 2 Y 2 
—4 1 » , im f(84Az)—f(8) 
Y as E E . = ¡Aca ml da No A 
d) — 359 n Resolución. f' (8) bc! E = 
Ax Az 450  AL[P8FA42)i4 Y (842) 8+ Y 83] 
=lim tt ___1. 360 f(0)=-8, f' (1)=0, f (2)=0. 
ax>0 PEAD 284 4244 12 


361. 7, =0; 123. Indicación. La ecuación f' (1) =f (+) para la función 
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dada tiene la forma 3x2=z2x%, 362. 30 m/seg. 363. 1, 2. 364, —1. 
365, F (29) == - 366. —1; 2; tep=3. Indicación. Empléonse los 
resultados del — ejemplo 3 y del problema 365. 367. Resolución. 
2)7'(0)= lim, (02 - lim A =co; b) Y” (1)= lim Era 3% 


AZ Ax=>0 VA 
2x+141 
cos Tn +Az 
1 , ,.( 2k+1 p) ) 
oe Hi en rc 9 E 50€ = 1í = 
pe Y (Az2y1 ES 2 5) O Ázr 


al jsenda |] 4, ; E) li |[senáz| — A 
On TA ha ( 2 Les0 Az 4. 368. Sat— 


— 121242. 369. —+22—288, 370. 2ax+b. 371. — 


1 3 
+b(mein)emtn-1, 373, VATE 374. ==. 375. 2x * —522— 3174, 
7 
sz E e sE 

376, qa, Indicación. sed 377. cid 

; x2Y zx 32 y z 

be — ad 28 63425 
382. 5co0sx—3scnx. 383. A 384. nn 385. t2sen £, 
386. y' =0. 387. ctg E 388. arcsen z + = + 389 zarctgz. 


AE 


390. xe% (247). 391. e”, 392, ex 2 =< . 393. | 894, e (cos z—sen 2). 


395. x%e*. 306. es (aro send a 397. “2ln2—1) 398. 322 In 2. 


1 --22 In? - 
2 In Y 2 21Inx 4 
so E a __—.. —_— rr 4 A ——————— > 


2: ch x:-228h x —3 (2 Inx+sh zch zx) 


tj 2 
402. h2z 403. th2x. 404, nt 
Ss VU 72—4 
405. n e 406. == Arsh SNTE arc sen x. 407, e . 
a. xr y Xi al q — 
1 -+2z Arcth x 3a ar+b y2 
408... o 0 (ELIO tan. 20d 41803, 
q2—4 y bx? 
412. 162 (34-2723, 413, —- 44 ———. 4 —_——z. 
IN od Vi=w3 Y (a+b23) 
3/7 —toe2 x-L tod es 
416. — Vy A O E O 
de cos? z 2 5o0n2 x Y ctg zx" 
420. 2—15c052 x sen x. 421. ES . Indicación. a=sen2i+cos73Bl, 
3 
422. sen z em 423. SE zo 12. 3cos 2 +2 sen x 
(1—3 cos 2) cosí z 2 "Y 15sen - — 10cos z 
425. 2c05 Y 3 sen z 496. 4 


31 sen z costz * 2 Y 1— xi YT Farc sen x 
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4 __ 3(arcsen x)2 428 —1 
2(1+x2) Y arctg z Yi=zt ' (142) (arctg 2)2 * 
X Je qpoX e 9x 5] 4 
420. <AEERAO gp, LE 202 1 lr a (25) 
2 | zi+x 3 Y (2204257 1)1 si 
x cos (285241) —T—— . 433. —asen(ar+8). 434. sen (2 + p). 
22003? — 
x 
135. —2 205% 436, ——Í_. 487. 2008 22% son 322. 439. —Í=. 
sen? x ra z Y xi-4 
y 

40. A A ob 3. NN ee 

440 Via 4/1 FR 442 142% 443 10xe 

444. —223”ln5, 445. 27102 (14-x]n 10). 446. sen 2? -1-2f £ eos 21 In 2. 

447. —ÓÚ_. 148 = 449. ctg z lge. 450 Ss E E 

2 e Y'1 == pix a e 9% + 7 - o E 14 « o 4 ua Y 

5 S ¿d—ii— 

A A Is A E 
z In x ' (e* +5 sen z—á4aresen 1) Y 1—2? (1410? 2) x 
TAE AA === q -- == 4539. Rosolución. 

ds (1 +-*) arctg x 22 Y Inzx+1 VET) 


y' =(senó 57)" cos2 y + sen? 5x (cos: F) = 3 sen? 5x cos 5x-5 cos? 5 + 


pi sz - 2008 3 (- — Son $)3 q 15 sent 3z cos 3z cos? ás sen? Dx cos X 


3 
z 41+3 224 4r—6 d xi 
X . sen 3" 456. 33 . 457, 3 . 458, UTA ” 
A O + A A A A AN 
a? | Za? — 2241 (a+ 227 Va + 23) 
Y y y3 OS 
462. 7 463. Y (14232 464. A . 
yz y (1-1) (14 2)5 
2abmnz""1(a—bx4")]"1 23—4 
l 3 (a —278 2d. 4 A A A 
165. 4x8 (a— 278) (a+5:%). 466. SS . 467. CR 
468. a—3z 469. encia CA dd nd Bad cas lcd 
2Yaz"_ 2 VEFDEFTN (EF) 
470. A A AA 471. 2(M44)P30P2 472. — E 
6 Vy Y (y + Vy? V (Lay —y3Y 
473. eE 474. sen? z cosizr. 475, e . 476, 10 tg Óx sec? Jz.. 
y e* +1 sen* z cos? z 
cos 2x 
2 . 312 3, E : . tgliz, 481. 
477. xcoszx?. 478. 312 sen 213, 479, 3cos xc03 2x7. 480. tgizr. 481 ot: 
482. (a — BP) sen 27 483. 0. 484. A arcsen z (2arccos z-—Arcsenz) 


di 2 Y 1— ri 


SS — q2 
e o it ISE a 
z Y 212 —1 + (12231 Va—bzt 
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489. Y —(a>0). 490. 2 Y 24— 22 (80). 491. . 492, arcsen Y z. 
+2 VE=A 
PA A AN A A 
V1— 2572 arcsen 5r z Y1—In2x 1—2¿x cos 04112 
1 x sen? x A aida 
STO TA 4 44 . "DT l e Pe : 
496. a 197. 4x e 498 LHcos?z 499 3 Year. 
500. sen 2xe9*%, 501. 2m2p (2ma"X4-b)9=1 47% ]n a. 502, e% (ua cos Be—f sen Be). 
503. e“ sen fz. 504.  e7*cos3r. : 505, 2147 (n—2221n a). 
ctg 
4 y pe 3 *In3 2ar+b 
506. — pl Y tg Tí (1 + V cos z ln a). 507. (ey . 508, anidar E 
z SE 
309. e, . 0. E 511. a - 312, ón , 
Y a3+4 z2 A+ Yz V laz +3 z 10 z 
> 1 z—1 2r+11 e 
dh — 314. ————z . = — 2) — 
513. q 514. A =3 Indicación. y=5In(x—2) 
310 (040). 55 Guara rana: Y Y 2? =a?r, 
— 67? 158 1n2 (93 + db) 2 
rc a di ca 
| 
521. ZEEZ. 522. YEsonInz. 523. 504, VÍAS 95, AE 
e z pon 
S sen ax Ea 
5 < cos d sen 
526, Vi [22rosen 3% y 2.-+-2 (1—arceos 3x)]. 527. ¡sue 2 la 34 cos? E) 
a cos ar eos br +b sen ax sen bz 1 E 1 
4 cosÍ bx aid 1i+2gsena * dd z(14+1n2:x) * 
nz 1 
$30... —=—_———— + — + —3=—=== + 33%. ——_— rx. 
Y 1— 22 arcsen z + ye Vi—In2 2 ] e (1+1n2 x) 
12 2 123z 4 
Paya ; A PS O 
a A A A GT a 
536. a 537. 6sh22x-ch2r. 538, c%(uchfr+f8sh Ba). 
—i 
539. 6 th222 (1 —1h222). 540, 2ctb2s. 544. —Í“2=. 542 — ti. 
Ya z YIn2zx—1 
548. —_. 54. —L. 545. 546, zaártha. 547. zArshz. 
OS 22 sen x 1 —z2 
548, a) y'=1 cuando zx >0; y'=—4d cuando z< 0; y'(0) no existe; 


4 —A para 2<0, E 
hb) y'=|2x |. 549. ME 590. f' (x2)= a pr S0Z. FIG 


553. Bm. 55%. a) £(0)=-1 fet D) L(0)=2, 10; 


c) 1.(0)=1, f,(0)=0; d) f- (0)=1,(0)=0; e) [2 (0) y f7(0) no existen, 
555. i—«u. 556. =——. 557. —1. 558. 0. 561. Resolución. Tenemos 


para z >0. 
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y'==e"* (1—zx). Como im , se tiene y =2 (1—2) 0 bien ry' =y (1-2). 


566. — (1 + 20) (1 + 32) + 2(14 + 2) (1 + 32) + 3(2 + 1)(4 + 22). 


_ (242) (912 4-19z +20) 12424 2 E 37245 
e (241) (19339 qee 2Vz12G6-D0(G-2M' Je TAR] A 

A, (2 —2)8 (127741) 
e a E 


5124 z—24 244 
TN E ica: 


1 
0 Vi-3 1 
x (1+2 In 2). 574. SA 575. x 2 (143 In2 ). 576. 2*%2% x 


Xx (+ + in =+In22) A (4055 in 5) . 578. (cos ay 0en” x 


Xx (cos x1ncosz— soenzxtgx) 579. (+) ] In (+) ] , 


y * eel ; E A . 
380. (arctg 1) | lo arctg + AFaarciga )* d8l. a) ty AF | 
. 2 j 10 3 —21 —2i 
b) sl io rr c) A AAA 382, y 1? 583. a” 584. if á 
(2—¿3 2 dd 4 
t (2—143) t+ e db 
583. “A=A . 586. 3 4 . y FFAA (571) . 588, tg E 539. a z 
b ea $ ,»_ $f —1 para ¿<0, 5 31 
590. mr tg t. 591. tg 3£, 592. v=4 1 para 50. ' 393.  —2e3!, 


394. tg t. 596. 1. 597. oo. 599. No. 600. Si, ya que esta igualdad os una 


2 b2z q2 T (314 2y) 
co A A da ce 

identidad. 601. 5 602. ely . 603. y2 . 604. MET á 
y. — Ñ 06. — E 607. 3 (23 —y2) 4 23y 1+32y244y3 ; 

10 y cos? y y 1—zx2—y2 
608 10—3cosy * 609. 1, 610. 4 —zcosty * 611. + AFA Ea > 

1 1 yz y 
« ER A O PA 4 

612. (1412 613. ¿ aria a 614. H4e*. 615, mr 
616. 218 . 617. ys VAT 618. 212Y=Y Y 60aJ0b)Í. 
I—Y cI— Y y 12 $ y? y lInz—z z 2” 
c) 0. 622. 45"; arctg 2 = 6326". 623. 45%. 624. arctg L 3621". 625. (0; 20); 
(1: 15); (—2; —12). 626. (1; —3). 627. y=zl2—z+1. 628. k=Í. 
629, (+: —35) . 631. y—5=0; xr+2=0. 632. 2r-—1=0; y=0. 
633. a) y=-2x; y=—+2; hb) z—2y—1=0; 22 4+y-2=0; c) 6x4-2y —x =0; 


226y4+31=0, d) y=2—1; y=1—2;,0) 224+-y—3=0; z—-2y 41=0 para 
ol punto (1; 1); 21—y+3=0; z42y—1=0 para 01 punto (—t; 4). 
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634. T—10y+6=0, 107+7y—34=0. 635. y=0; (+4) z+(u—4)y— 
2 
a a 636. 5z+6y—13=0, Ge—5y+21=0. 637. 2+y—2=0. 


638. En el punto (1; 0): y=2x—2; y = a. en el punto (2; 0): y=-—x>+2; 


2 
y=z—2; en el punto (3; 0): y=2z—6; ==. 639, 14x— 13y + 12=0; 
134 14y —41=0. 640. Indicación. La ccuación de la tangente es 
a ay =L Por consiguiente, esta tangente corta al oje OX en el punto 
0 0 
A (2%p, 0) y al eje OY en ol pnnto B(0, 2yp). Buscando el punto medio del 
segmento 48, hallamos el punto (Zo, Yo). 643. 40936", 644. En el punto (0, 0) 
las parábolas son tangentes entre sí; en el punto (i, 1) se cortan bajo el 


ángulo de arctg 788. 647. Si=Sp=2; ¿=n=2 Y2. 648. a 


O e Es as 
652. T 22500 7 lg 7; N=2a sen E S¿= 2a sen uE Sp =a sen t. 


=> 65%. ]42. 655, Si=4n%a; Sa=o; 1=2%0 Yi Tar, 


aa VIF 40% tgu=20 656, Si=x Sa= e  1= Val; 


2? 
Ú 


653. arctg 


n =2% Va2l+ pp; tg p=-—qo 657. 3cm/seg; 0; —9 cm/seg. 658. 15 cm/sog. 


639. — 7 m/seg. 660. La ecuación de la trayectoria es y=zxtga— 


vi sen la 


z2 El alcance €s ¡igual a La velocidad 


— 2e3 cosia 
VA—2vpgt son a+ 8212; el coeficiente angular del vector de la velocidad 
vq SEN 4-— gt 

VgCOs au 
eliminar el parámetro t del sistema dado. El alcance es la abscisa del 
punto A (dibujo 17). Las proyecciones de la velocidad sobre los ojos: 


dz dy : : V dx y? dy 
a Y de La magnitud do la velocidad ($) + 


de la volocidad está dirigido por la tamgente a la trayectoria. 
661. Decrece con una velocidad de 0,4. 662, (3 E ) - 663. La diagonal 


Indicación. Para determinar la trayectoria hxy que 


2 
) 5 el vector 


3'z 
crece con una velocidad de —3,8 cm/seg, el área, con una velocidad de 
40 cm?/seg. 664. El árca de la superficie crece con una velocidad do 


0,21 m*/seg, el volumen, con una velocidad de 0,0511 m* /sog. 665. + cm/seg. 


666. La masa total de la barra es de 360 g, la densidad en el punto M 
es igual a 5x g/cm, la densidad en el punto A es igual a cero, la densidad 


en el punto B es de 60 g/cm. 667. 56x8-4 21011, 668. e (412 4- 2). 


669. 2cos 2z. 670. ME) == 


T 
UFI" E Ve e 2 arg +3 - 


2 21 arcsen z 4 z 
A ———— > a Ha > e e E = 432 e 
673. n 2 U—ar . 674. za ch= . 679. y 6. 680. f (3) 4320 
24 VI ] 
681. y = 682, = —64 sen 2x. 684. 0; 1; 2; 2. 685. La veloci- 
"40 j 


281016 
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dad v=5; 4,997; 4,7. La aceleración a==0; —0,006; —0,06; —686, La loy del 
movimiento del punto M, es z=acos w0t; la velocidad en el momento t es 
igual a-—«aosonat; la aceleración en el momento £: —amécosolt. La 
velocidad inicial es igual a 0; Ja acoleración inicial: —«o?; la velocidad 
cuando z=0; + «0; la aceleración cuando z=0: 0, El valor máximo do la 
magnitud absoluta de la velocidad: aw. El valor máximo de la magnitud 
absoluta due la aceleración: aw2. 687. y'??)=nla”. 688. a) nl(1—z)J n+D, 


b) (—1)9+1 AA . 689. a) sen (<+n 3): b) 2" cos (234+n 5) . 
DA: 2 ; : ) >” e 

A IX» py MD. — 4 8 Hn! n! ; 

ce) (—3Ped q) (—1)” Aza" ; e) AFA 1) ATT 


y—L (n— 4) a” 
(az +5)" 
b) E 0) (1—22x 


g) 21 sen 22 4+(n4) 5 | : Ah) ps . 690, a) z:e*+ne*, 


XxX 008 tea eta (+23) — n (n—1)c0s (++ £592) ; 
—1)”-1.4. a — 1)" E 
d) CAI la (2) o) L Ae xl cuando n >4. 
My 2 
GH. y (0)==tr—1)1 692. a) 913; b) 2£24+2; nm) — Y 1—¿2. 693. a) ==57 ; 


1 —1 , — 1 
b) 3ea cos! £ sen t c) ERA t : d) al send 
2 


695. a) (1-+ 22) (1 -+ 312); b) =p 606. 27" 807. q 


(cos t +sen £)3 * 2). E 


. 694. a) 0; b) 2e32£, 


3 ctg*1 4e2! (2 sen ¿ — cos t) 


A, a II E — fo3t e 2 n 
o o a POL — cta L3L412). 702. mim, 
703 dr FP), Be JUE 1” te) 05. 0 
cda (fia * ay [f” (2)]5 y3 
706 de sor. VEL. Y... Se 
de ayi E +0 (1—yP " dya ya” 
111 1 : _ 3alz na! , 
709, 256 , 710. 16 * 711. a) 7 bh) ya 712. Ay ==0,009001; dy = 
—0,009. 713. d(1—x3)=1 cuando ¿=1 u Ar=—=p. 714. ¿dS—2xAx, 
AS=2rAx+(A2)2. 717. Cuando z=0. 718. No. 719. dy= y =—0,0436 . 
1 _ 5 —m dz 
720. “Y==3=0 == 0,00037. 721. dy =-37 = 0,0698. 722. Tm > 
dx dz a de 
— 4. — de =—5 a" . —> xa , 
723. aan 724 Vaz 725 2 A 726 210 dr 
—2dz 1 +c0s p et di 
727. In z dz. 728. 12 . 720. TT Sr doy. 730. TFR Z 


A ces 
10+8Y ¿. 733. ye Pdx dar 723 “Ha 


132. — Ey a ó = y 
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735. dr 737. a) 0,485; b) 0,965; e) 1, 2; d) —0,045; e) ]+0,025 0,81. 
738. 565 em3, 739, Y5 2,25, Y17=4,43, 708,8; 60 25,3. 
740. Y 102,16; P70= 4,13, Py 200=5,85, 741. a) 5; b) 1, 1; €) 0,93; d) 0,9. 
742, 1,0019. 743, 0,57. 746. 2,03. 748. o 1.0. 
(1 — 22) /2 (12231 
21nz-—3 


q 
752. —e * (2262 +6) a (ESA A 734, 3-2" sen (204545) (a2)". 


755. e* 0 2 son (rsena-+ra) (de)”. 7537. No, ya que j'(2) no existo. 
758. No. El punto 1=3 es un punto de discontinuidad de la función. 


E 7) 


750. ( A CL (dae. 751. (de)?. 


762. E=0, 763. (2, 4). 765 a) E=->; b) E=T 768. In2=(2-4)— 

1 A, donde E=1+80(1z—1), 0<0<i. 769, sen := 
qd gb 

A dondo E,=0,%, 0<0,< 1; ETE Br 7 


q! 
«41 cos $2, donde E= 027, 0X<0,< 1. 770, 1+i + ++ 31 a 


de tar + em er, donde E= Ox, 0< 0 < 1. 172. El error; 
1 


qs3 


y 
a) UF b) HAIFA en ambos casos f==02x; 0< 0< 1. 


773. El error es menor de HS: 7175. Resolución. Tenemos 
E a 
a+ zx gy 2 z 2 
7 > (1 + 2) ( 1l— 2) . Desarrollando ambos factores en poter- 
1 qe 
2 ES 2 


; z il z2 z 
cias de x=, obtenemos: (1+2) <= ZE (1-2) = 1+ 


3 22 a . y An z 2 
+it+z 3 zz * Multiplicándolos, tendremos: A AS 


z 
Luego, desarrollando e*/% cn potencias de 7 + Obtenemos el mismo poli- 
Xx 


e x q 4 
nomio e? eds o ue — "7. 778. 00. 779. 1. 780. 3. 781. +. 


782. 5. 783. co. 784. 0. 785. E. 786, 1. 788. 2.789. 1.790, 0.191. a. 792,00 


para »n>1; a para n=1; (0 para n<á4d. 793. 0. 795. +. 796, A 


797. —4. 799. 1. 800. e3. 801. 1. 802. 41. 803. 1. 804. =. sos. 1. 
e 


4 
806. —. 807. 4. 808, 1. 810. Indicación. Hallar el lim 
0 


e 
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3 
dondo ge (a—sen a) es la expresión exacta del úrea del segmento 


(R, es el radio de la circunferencia correspondiente). 


Capitulo 11 


811. (—«oo, —2), crece; (—2, 00), decrece. 812. (—«oo, 2), decrece; (2, 00) 
crece. 813, (—oo, 00), crece. 814, (—coo, 0) y (2, 00), crece; (0, 2), decrece: 
815. (—ac, 2) y (2, «0), decrece. 816. (—oo, 1), crece; (1, 00), decrece. 
817. (—03, —2), (—2, 00) y (8, co), decrece. 818, (0, 1), decrece; (t, 00). 
crece. 819, (—«ao, —1) y (tl, 00), crece; (—1, 1) decrece. 820. (—oo, oc). 
crece, 821. [0, +). decrece, =, co |, crece, 822 (—£, 0), crece. 
823. (—o0, 2), decreco; (2, 00), crece. 824. (—oo, a) y (a, 00), decrece. 
825. (—oo, 0) y (0, 1), decrece; (1, 00), crece. 827, Ymáx = 7 cuando z= 


+ 828. No hay extremo. 830. yy ¡=0 cuando z=0; Y, ¡y =0 cuando 


z2=12, Umax=1296 cuando z=6. 831. Y y¡n —0,76 cuando x 0,23; Y ¡y =0 
cuando r=1; Y 5 =—0,05 cuando z 1,43, Cuando z=2 no hay extremo. 832. 


E 


No hay extremo. 833. y, ,, =—2 cuando 2=0; y y ¡np =2 cuando 2=2, 83, Une 
cuando 1=3,2. 835. y na, =-—3 V 3 cenando x= 2 5 Yin =3 Y 3 cuando x= 
=% 836. Ys Y2 cuando 2=0. 837. Y, =-— V3 cuando r= 
=-2V3 ymín=V3 cuando z=2 V3. 838. Y.¡=0 cuando z=z+i; 
Ymáx=1 cuando 2=0. 839 Ymm= -+ Y3 cuando z= (+3) x; 
Yináx => V3 cuando x= (+5 1) k=0, 1, +2,...). 840. .Y. ax =5 
cuando z=12kxI; Ymg¿y=5C0S E cuando z=12 (+ + 5) Ymin "e —5 
cos cuando z= 12 ( +») 5 Ymiy="1 cuando x-=86(2k+41)-5 (*=0, 
+1, +2, ...). 841. Y, =0 cuando z=0. 842. Y mn = mn cuando 2 : 
843. Un ==7 cuando 2: Y min =0 cuando z=1. 844. yy. =1 cuando 
=0. 8%. Y nin = - cuando xz=-—t1, 846. y,¡n=0 cuando z=0; 
Y máx == cuando z=2, 847. Y n;j=* cuando z=1. 848. No hay extremo. 
849. El valor mínimo es m= — cuando z=-—1; el valor máximo 


M=> cuando z=1. 850. m=0 cuando z=0 y z=10; M=5 cuando 


z=5, 851. m= cuando r=(2k +1) E M=1 cuando n= (k=0, +1, 
+2,...). 852. m=0 cuando z=1; M=x cuando z=—41. 853, m= —1 
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cuando z= —1; M=27 cuando 2=3. 854, a) m= —6 cuando z=1; M= 22% 
cuando z=5; b) m=-—1579 cuando z=-—10; M=3745 cuando x=12, 


856. p=—2, q¿=4. 861. Cada uno de los sumandos debe ser igual a y: 


862. El rectángulo debo ser un cuadrado cuyo lado es igual a 7 863. Isós- 


coles. 864. El lado de la superficie, que está junto a la pared, debo ser 
dos veces mayor que el otro lado. 865. El lado del cuadrado que se recorta 


dobe ser iguul a—. 866. lua ultura debe ser dos veces menor que el lado 
de la base. 867, Aquél, cuya ajturu es igual al diámetro de Ja Dase, 


868. La altura del cilindro, el radio do su basc, 2 Y 2. dondo R 


ya 
es el radio de la esfera dada. 869. La altura del cilindro es R Y/2, donde R 


4 
es el radio de la esfera dada. 870. La altura del cono es 5 ft, donde R es el 


radio de la esfera dada. 871, La altura del cono es ER, donde R es el radio: 


de la esfera dada. 872. El radio de la base del cono es 5", donde r es el 


radio de la base del cilindro dado. 873. Aquél, cuya altura es dos veces 
mayor que el diámetro de la esfera. 874. p==2x, es decir, la sección del 
canalón tiene forma de semicircunforencia. 875. El ángulo central del sec- 


tor 0s 2x1 ES 876. La altura de la parte cilíndrica debo ser igual 
a id es id el rocipiente debe tencr forma de semiesfera. 877. h= 


=(15_¿3. 878, +3 1. 879. Los lados del rectángulo son «a Y2 


y bY2, donde a y b son los correspondientes semiejos de la clipse. 
880. Las coordenadas de los vértices del rectángulo, situados cn la pará- 


a 1 
bola (5 a, =2/ 22) . 881, (+73 3). 882. El ángulo es igual 


— VB" 4 
E 1 lb qa Y p 
a la mayor de las magnitudes arccos — y arctg —. 883. 4M=a -———- 
k d +p 
PTY q 
d d ON 
884. a 889. a) == ===; b t=— ; = di ve 886. r= 
VE ) y 3 ) y3 y 3 


222. Pain = V 244Q. 887. Y Mm. Indicación. Cuando el choque 


do las dos esferas os completamente elástico, la velocidad que adquiere la 
bola inmóvil, de masa m,, después de producirse el choque con la de 


] : 2mo9v 
masa ma, que se movía con velocidad v, será igual a a 888. n= 
1 2 


== » e (si este número no es entero o no es divisor del número N, se 
toma el númoro entero más próximo al valor obtenido, que sea divisor 
do NV). Como la resistencia interna de la batoría es igual a — , el sentido 
físico de la solución encontrada es: que la resistencia interna de la bate- 
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ría deberá ser lo más próxima posible a la resistencia exterior. 889, y= 
== h, 891, (—oo, 2), cóncava hacia abajo; (2,00), cóncava hacia arriba; 


M (2; 12) punto de inflexión. 892. (—«co, co), cóncava hacia arriba. 
893. (00, —3), cóncava bacia abajo; (—3, om), cóncava hacia arriba; no 
hay puntos de inflexión. 89%. (—co, —6) y (0, 6), concavidades hacia 
arríba; (—6, 0) y (6, 00), concavidades hacia abajo; son puntos de infle- 


xión: M, (—<; =>3). O(0; 0), Ma (s: 7). 895, (—c0, —V3) y 
(0, Y3), concavidades hacia arriba; (-—-Y/3, 0) y (1/3, 00), concavidades 
hacia abajo; son puntos de inflexión: Ma 3 ll + Y/3; 0) y O (0; 0). 
896. ((e+10<G. (4h +3) $) , concavidad hacia arriba, ( (4% +3) + , 
(4 +5) z) , concavidad hacia abajo (*=0, +41, + 2,...); puntos de infle- 


xión: — ((2+1) + 0) . 897, (2kx,, (2k 4-4) 11), concavidad hacia arriba; 
((2k —1) n, 2kn), concavidad hacia abajo (k=0, +41, +2, ...); las abs- 
cisas de los puntos «do inflexión son z=fxr. 898. [0, 3) concavidad 


ye 

: dudo 2 ; : o 4 3 
hacia abajo; ( ==>) 0 ] , concavidad hacia arriba; M (5: 77) ; 

eS Y es 283 
punto de inflexión. 899. (—«oo, 0), concavidad hacia arriba; (o 00), conca- 
vidad hacia abajo; O (0, 0), punto de inflexión. 900. (—coo, —3) y (— 1,00), 
concavidad bacia arriba; (—3, —41) concavidad hacia abajo; puntos de inflo- 
xión son M, (—a: 2) y Ma (a: 2. 901. r=2; y=0. 902. x=1, 
z2=3, y=0. 903. z=>2 y=4. 904. y=z. %W5. y=—z (izquierda), y=xz 
(dorecha). 906. y = —1 (izquierda), y==1 (derecha). 907. = +4, y = —z (íz- 
quierda), y — z (derecha). 908, y=-— 2 (izquierda), y =2x-— 2 (derecha), 909. y=2. 
910. x=0, y =1 (izquierda), y =0 (derecha). 911. z=0, y =1. 912. y=0. 913. x= 
= —1. 914. y =x—x (izquierda; y =x-+x1 (derecha). 915. y=a. 916. y ¿y =0 
cuando x=0,; Y pp = —4 cuando z=2; el punto de inflexión es My (1, —2). 


917. Y 4. =1 cuando z= + “V3; Ym¡,=0 cuando z=0; el punto de infle- 


xión es My, 2 (+ 1; a . 918. Ypmgy=4 cuando z=—4; Ympn=0 cuando 
z=1; el punto de inflexión es M4, (0; 2). 919. y ng, =8 cuando == —2; Y yn =0 


cuando z=2; el punto de inflexión es M (0; 4). 920. ym¡y==-—1 cuando z=0, 
los puntos de inflexión som M,,2(+V5; 0) y Ma, el +4; 35) z 
921. Y gx == —2 cuando z=0; yy =2 cuando 7=2; las asíntotas son z=1Í, 
y=x—1. 922, Los puntos de inflexión son M,.2(+1,-+2); la asíntota es 
z=0. 923. Ymiy=—4 cuando z=—1; Y =4 cuando z=t; la asíntota 


es z=0, 924. Y p¡p=3 Cuando z=1; el punto do inflexión es M(-P 2: 0), 


la asíntota es z=0. 925. Um = y cuando z=0; los puntos de inflexión 


son M2 (+4 7): la asíatotaes y =0.926. y ¿y = —2 cuando z=0; las 
asíntotas son z=>3+2 e y=0. 927. Y pp =-—1 cuando z=—2; Yni 1 
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cuando x==2; los puntos de inflexión son O (0; 0) y Mi, a (+ 23; + LE ) a 


la asíntota es y=0. 928, Ymg4z =1 cuando z=4; el punto de inflexión es 


M (s. 5): las asíntotas son z=2 e y=0. 929. El punto de inflexión es 


9 
O (0; 0); las asíntotas z=+2 0 y=0. 930. Y mg = — cuando 23; las 
asíntotas son 7=0, 1=4e€e y=0. 931. ymgy = 4 cuando == —1; Y ng =4 


cuando z=1; las asíntotas son z=0 e y==3x, 932. A4(0; 2) y B(4; 2) son 
los puntos extremos; y ni =2 Y2 cuando -=2. 933, A(—8; —4) y B(8; 4) 


son los puntos de los extremos. El punto de inflexión es O (0; 0). 934, El 
punto del extremo os A(—3; 0); Ym¡n =—2 cuando =-—2. 935, Los pun- 


tos de los extremos son A(—VY3; 0), 0(0: 0) y B(V3; 0): Ymax= V2 


cuando zxz=H—ád; el punto de inflexión es M (V3FzV5 


y y +3). 936. Ynmax =1 cuando x=0; los puntos de inflexión 


son M4, 2 (+1; 0). 937. Los puntos de inflexión son M,(0; 1) y Ma2(t; 0); 


la asintota es y=—z. 938. Ym¿y=0 cuando 2=—4; Y py =-—1 (cuando 
z=0). 939. Y m5y =2 cuando z =0; los puntos de inflexión son M,, 2 (+4; V 2); 
la asíntota es y=0. 940. Y ¡pp = —4 cuando 2= —4; Y mgy =4 cuundo z=4 


el punto de inflexión es O (0; 0); la asíntota es y=0. 944. y, ¡, =P 4 cuando 


2=2 Yan =V 4 cuando 2=4; Y pg =2 cuando z=3, 942. yn =2 cuando 
x=();, las asíntotas son z=-=+2, 943. Las asíntotas son z=>+2 e y=0, 


Má. Yin = Le cuando 2="V3; Ymgr = — La cuando 2= —"Y3; los 
puntos de inflexión son M, ( —3; 5) , O(0; 0) y Ma (3: 5) ; las asín- 
totas, => 1. 945. li ==33 cuando z=6; ol punto de inflexión os 
M (12: 715) : la asíntota es z=2. M6, n= cuando z=1: el punto 
do inflexión es M (2; 5) s la asíntota, y=0. 947. Los puntos do inflexión 
son Mi, (—3a; 3) y Ma ( — a, =D; la asíntota es y=0. 948. Ymax =*? 


(Ena. a); la asin- 


cuando z=4; los puntos de inflexión son M,, » 
tota, y==0, 949. ypgy=2 Cuando z=0; los puntos de inflexión son 
My, 2 (+ 1; >) . 950. Yygx =1 cuando z=-zwk 1; Yratn =0 cuando z=0. 
951. Ymgx =074 cuando z=e227,39; el punto de inflexión os M (e == 


2 
—= 14,39; 0,70), las asíntotas, r=0 e y=0. 952. Uma =—37 cuando z= 
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a 3a2 


Ya 75) . 993. Yraín=* cuando 


e el punto de inflexión es M ( 
e 


( 2 

zx ==e; el punto de inflexión es M (a; 5) s la asíntota es r==1; y —>0 cuando 
4 1 

z—-0, 954, Un 7 0,54 cuando == poi" —0,86; Yms, =0 cuando 


x-=0: «1 punto de inflexión es M (-4= —0,68: L =0,37); y —>0 


cuando 2-> —1-4-0 (punto límite extremo). 953. Y ms, =1 cuando z=>+ V2; 
los puntos do inflexión son M,,»(+1,89; 1,33); las asíntotas, => 1. 
956. La asíntota es xy =0. 957, Las asíntotas son y=0 (cuando r—>-+) 00) 


e yz==—z (cuando z—>-—oo). 958. Las asíntotas son tc ——; =0 e 


y=0; la función no está determinada en el segmento [ +0] y 


Ymin=— V2 cuando 
27242; Ymáx = V2 cuando 2=5+2kn (K=0, +4, +2,...); los 


959. Es una función periódica de período 2. 


puntos de inflexión son My (Parra; o) . 960. Es una función poriódica 

. e 3 Z 
de período 2%. Ymi=—>7 Vi cuando 2=>3 2 +2km Ympx= 7 V3 
cuando 2=-3+2ka (k==0, +41, 3+2,...); los puntos de inflexión son 


Mz(krm; 0) y Na (arecos (3) +22: GE V15). 961. Es una función 


periódica de período 2:1. En el segmento [—«t, 11] Ymáx = Es cuando 7=-* z s 


4 
Yin =—2 cuando 2=-+ 1; Y, ¡n=0 cuando x=0; los puntos de infloxión 
son My, a (+ 0,57; 0,13) y Ma, ¿ (+ 2,20; —0,95). 962. Es una función perió- 


dica impar de.período 21. En el segmento [0, 21): y 4, =1 cuando 2=0; Ymjn = 


=0,71 cuando z= z: Yimix =1 cuando 2=5; Yinín=—1 Cuando ==; 


y 3 
Yimár = —0,71 cuando T= ET Yin = —Í cuando 2=-> 65 Ymgx =1 cuendo 


=2%w; los puntos de inilexión son Mj(0,36; 0,86), M>2(1,21; 0,86), 
M3 (2,36; 0), M, (3,51; —0,86), M5 (4, 35; —0,86) y My(5,50; 0). 963. Es una 
función puta de período 2n. y,;.= =— cuando z= wa + 2er; 


e 


Yimáx =— 2 


cuando r= — n+2kn(k=0, +1, +2,...); las asinto- 
tas son 2=2a+ta 964. Es una función periódica de período xr; los pun- 
tos de inflexión son Ma (5 + tn Ls) (k=0, +1, +2, ...); las asín- 


3 , Pd X 4 
totas son 1=-_ NFk, 965. Es una función periódica par de período 2x1 
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4 
En el segmento [0, 1]: Ymáx=:=>>55 tuando z=arccos hi Yimáx =0 cuando 


3 y3 


? E Py; =0 
r=T  Ynmn= ERE Ccuandó  Z==Arccos (37) » Ymin = a 0 
. , s¿” 
z=0; los puntos de inflexión son Ma (+: 0) , Mo, (arcsen Ya: 2) 
- a” = 
y My (5—arcsen Y2; 7) . 966, Es una función periódica par de 
período 2x1. En cel sogmento [0, xa]: yp¿=1 cuando *r=0,; Uni =3 7/7 
A dy, E a po. 
cuando .<Z=arccos y) , nta 37 cuando Z==arccos 7 , 
Ymim=>"=4 cuando z==x, los puntos de inflexión son My (F:0): M,) 
3. 4./1 Dr. 4/1 
(arcoos y 18) y Ma (arccos (—- 15) ' a >) 


967. Es una función impar. Los puntos de inflexión son Mx (kr: kn) 
(+=0, +4, +2, ...). 968. Es una función par. Los puntos de los extremos 
son Ay, 2 (+ 2,83; —1,57); Y may 1,57 cuando 2==0 (punto de retroceso); los 
untos de inflexión son My, 9 (+1,54; —0,34). 969, Es una función impar. 
u campo de existencia es —1<z2<1. El punto de inflexión O(0, 0); la 


asíntota z=-+1. 970. Es una función impar. Unáx= 7 —1+2ka cuando 


2=3 +ha Vin = 314 14 2h cuando 2=>0+ km los puntos de in- 
2k +1 


flexión son Mp» (kt, 2k5); las asíntotas z= 3 n(k=0, +1, +2,...). 
971. Es una función par; y, ¡p)=0 Cuando z=0; las asíntotas son y= 


= => x—1 (cuando z—>—«0) e y == =-1 (cuando T— +00). 972, Y ni =0 


cuando x=0 (punto anguloso); la asíntota es y =1. 973, Varo =1 +3 cuando 


c=i; Ur = A cuando z=-—+4t; el punto de inflexión (centro de 


simetría) es (0, cu); las asíntotas, y==x-+2x (izquierda) ec y=x Ai 
974. Es una función impar. Ypg5y == 1,285 cuando 2==1; yy¿ =1,856 cuando 
2=-—1; el punto de inflexión os M (o, 5): las asintotas, y=5+a 
(cuando 2 —>-—c0) 0 y == (cuando z-> -+0c0). 973. Las asíntotas son x=0 


e y=z—In2. 976, Yya¡p"== 1,332 cuando «+=1; la asintota es x=0. 


977. Es una función periódica do período 2x1. Uta == cuando z= 


3 
=> a+ 2kx; Y máx =* Cuando 2:=3+2kx (K=0, +1, +2,-..), Jos pun- 


. Roe e 
tos de inflexión son — Mx ( arcson di lok; q e ] 
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VE—1 V5+!1 
y ÑNa ( —arcsen > + (2k+1)m e e . 978, Los puntos de los 


extremos son A (0; 1) y B(1; 4,81). El punto de inflexión es M (0, 28; 1,74). 
979. El punto de inflexión es M(0,5; 1,59); las asíntotas, y =0,21 (cuando 
r=>-—00) e y=4,81 (cuando z > + 00). 980, El campo de determinación 
de la función es ol conjunto de los intervalos (2kn, 2k1 +1), donde k=0, 
+4, +2,... La función es periódica de porfodo 21: Ypy¿=0 cuando 


2=—-+2kn (k=0, +1, +42 ...); las asíntotas son z=4%x. 981. El campo 
do determinación es 01 conjunto de los intervalos (2-3) nr, 


(2:+>3) 2), dondo k* es un número entero. La función es periódica 
do período 21. Los puntos de inflexión son Mx (21; 0) (£=0,+1, +2, ...); las 
asíntolas, z=-+ SF +2kn. 982. El campo de doterminación es zx '>0; la 
función es monótona creciente; la asíntota es z=0. 983. El campo de deter- 
minación os | 2—2kn|<-F(*=0, +4, +2, ...). La función es periódica 
de poríodoj2=; Yjn=1 cuando z=2kx (k=0, +4, +2,...); las asíntotas 
son 1=>3+k, 984, La asíntota es y =1,57, y>— + cuando z-—>0 
(punto límite del extremo). 985. Los puntos de los RELEoTnOS son Ay, 2X 


8 
X (+ 1,31; 1,57); Ympn =0 cuando z=0. 986. Umin=(+) — (0,69 cuando 


¿=2 00,37, y-—>1 cuando z-—> +0. 987. El punto límite del oxtremo 
1 
es A(+05,0) Ympx=2*=1,/44 cuando z=e2,72; la asíntota es y=1; 
los puntos de inflexión, M,(0,58; 0,12) y M2(4,35; 1,40). 988. Zn =—1 
cuando tai (y=3); Ympn=—1 cuando ¿= —1(2==3). 989, Para obtener la 
gráfica basta con variar £t entre los límites de 0 a 21; Zpfn=—2 cuando 
=xR (y=0); Zmgy == cuando ¿=0 (y=0); Ymin=—< (punto de retroceso) 
cuando == (2=0) Ymix= +4 (punto do rotroceso) cuando => 


: 5 sr 3 ón 77 

X (2=0); los puntos de inflexión cuando £ == E A A 3on 
4 

(== +27 y ===75)- 990. Zn == cuando t=—A (y = —£); 


e ya 


4 ó 27 
Ymóx 7 cuando ¿=1 (x=e); los puntos de inflexión son ( E : 


-y2"*) cuando ¿=-—VYI2 y (vz”?; YE) cuando ¿="Y/2; las 
eV? 


asíntotas, =0 e y=0. 991. Ing =1 € Umgn=1 cuando £=0 (punto de re- 
troceso); la asíntota es y=2x cuando t—>-+00. 992. Y ypn=0 cuando ¿=0, 
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4__,”27-3 
908. da= dz; cosa=L; sma=—. 90. d=L V Xan 
y a a a at— gl 


a Va? —2d bx 


E CR A = — ——_—_—_—_—_—_— , donde c= 2-2, 9953. ds = 
cos 4 =-— rro sen a Yaiza , donde e= Y/a7—B%, 995. ds 
4 V PH Pp 8 
== p?.— y? dz, C00S Y = — == ; SOM O = zz + 996. ds = V — dx: 
Y —y VpEy y? zz” 


ee sena —1/ L. 997. de =ch= da; COS A == 


eh 
a 
zx t t t 
sen a =th -—. 998. 27 =40 son 7 dl; cos a Sen 7; Sen a =C08 =>. 999. ds = 
== 3a sentcostdl; cosa =-—cost; sena =Ssent. 1000, ds=a Vip dp; 


cos Pb =——— . 1001. de= VIS ap: cos pB= —— ==. 1002. ds = 
Vip" vi+g? 
= do; sen $ =005 7. 1003. ds=4c03 $ de; sen P=eos $. 1004. ds = 
cos3 — 
2 
=r Y1+(Ina? dp; senf= pi 1005. d=Lap; sen P = cos 2p. 
Y 1+ (In a)? 


1006. K=36. 1007. K=-Í_. 1008. Ky=L:; Kg==>2. 1009. K= 


| 3y2 ps O 

= e 1010. K= 3 - en ambos vértices. 1011. (7: 3) y (+: 3). 
43 Y 13 _ a y2 ( 8 5 
a 420173 3 4y/24"/2 
sor2. (122. V2Y 108. mE] opa, LEAN 

2 2 z atyA 

2 2 

1015. RYL. 1016. R= 5 asen2el. 1017, R=|et[. 1018. R= 
=|r YIFR]|. 1019, R=| 2008 $). 1020. Rap) =1p1. 1022. (2; 2). 


1028 (Za Lo). 10% (+ (v—3)=<q- 102. sel 


+(y—3P=8. 1026. py (X— p)? (parábola semicúbica). 1027. me A. 
2 4 
+(9Y) =0c3, donde c?=at—b2, 


Capitulo 1Y 


En las soluciones de este apartado, para simplificar, se omite la cons- 
tante arbitraria adicional C. 


2 

1034. 30227. 1082. 2204422432. 1033, 24 CAD. 1084, ata 

9-4 

n 
PEE _ 4035, Y 2pz. 1036, E. 1037, nz. 1038, at2— 

45 2 7 ye ads Ari 
_333,9.33_m 2% Ya dicte IIA A 
e ho y +70 Xx dd 1039, y 1040. 13 7 
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Quim Yzg  4emin yz | 2 yz 


377 a 
—6y z. 1041. AZ si pa AA . 1042, 2a Y az—40x+ 
1 r— Y 10 
ár Y az— sie 1043. Ed 5" 1044. ——= In 
pe Y ví e 2 Y/10 nl: 


1045. In (24- "Y 4+ 22). 1046. diia 75" e aresen —In (++ V 2542), 
1048*. a) tgr—z. Indicación. Poner tg2r=sectx— 4; b) r—thz. 


indicación. Poner thlz=1—- 37 > 1049. a) —ctgx—zu; b) z—cth z. 


(30) Cc 2 a 
1050. m341' 1051.  eln — | Resolución | ae dx = 
02 allas ]+alnC=eln par 1052. z+In|22+4|. 


Resolución. Dividiendo el numerador por el denominador obtenemos 


2143 L 243, Ux 
FA a De donde 2 e=)l d+ Tur r+ 
d (22+1 3 11 zx 
+ 2 xy mimica 1053. ME o 1054. 7 
— 37 Inla4bz/. 1055, 224 E Infaz+Bl. 1056. F+2421|2—41. 


2 3 
1057. 7 ++ In]7431, 1058. E 4 2043 101211, 1059. a2x4- 


1060. Indicación. 


$2 
+20b ln 20 |-— 


re 
de  —( (rpi1A, dz dz ds => 
O, ma e paa 

1062. —3F V(a—bx)8. 1063. Yr*+1. Resolución. > 


Y 1241 
=5 | 7” Vz2+1. 1064. E arctg (- Vi) 
e 1 V7—2 Y] MÉS 4 Vatb+r Ya] 


7+2 Y21 E 2 Y a3—p2 Vatb—zrYya—b 
2 2 
1069. (F+Fm1a—a1). 1070. =— 


——= |n 
4V14 lu 


1068. z— )Zarcig 


- In (224 4) +-arctg > . 1071. e 5 in (2 Y 224 Y 7+8x2). 
4 5 1 5 r Y3—Y2 
1072. >” YE . 1073, 1n/322—2|-———- ln | -=-—> 
1074. —=arctg 1425 x - ln (5x24-7). 1075. as Viri241+ 
Y 35 9 
> ln (1 Y54+ Yi 41). 1076. “Y/23-4431l0|24+ Y 224.) 


E 
% 


1077. JSN 1078. In (22343). 1079. 2 In (0224-58) +5 arctg $. 


1080. > arcson E . 1081. zarctg z3, 1082. ln]Ja3+ Y 281). 1083. =V larcsen 230 z)9. 
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(arctg ) PTE al A 
108%, pt. 1085, ln (U-b4a2) AC 1086. 2 V In (z+ Y 1F22). 
2x 


a 1 a “y 
A = 2-3x Ud el e SS 
1087. O mx. 1088. 31074 x. 1089. e' +e”*. 1090. qt +25 
_ EX 1 % o px 29 (1 x —3x 
a a a Do oia ») 
=> e . 1091. Tlne=1 » (FE) -2. 1092. a l(zr e ) . 
í 
1 41 x2 ES 2 Vx 
1093. — FT 1094, 3107 17 1095, —e”. 1096. Tag? : 
x ás 
1097. Injet— 4]. 1098. —«- Y (a —0eJ. 1099, Ey, 1100. 
1n (2% 4-3) Indicación. A + (1-273) 
2 : 22437 3 2:43)" 
1101 . arctg (2%), 1102, A Pa 1103. arcsen e. 
'* Tna 2b d — e-0x 
1 de a z 1 
1104. y 00S (a + bx). 1105. “Y 2sen E : 1106. T—-=3—c0820z, 
1107. 2sen Y/Z. 1108. —-In.10-eos (lg zx). 1109, A Indicación. 
Poner sen? z=-+ (1—cos 22). 1110, FA Indicación. Véase la 


indicación al problema 1109. 1111. — tg (ax+0). 1112, E S 


z 1 DE a 1 az +-b 
el 1114. 21m (+3)! 1115, ta - 
-V3 
a |. 


1113. aln 


15 


1116. 18 (12). 1117, 7008 (1—2?). 1118, ¿Ue V2—VY2In| tg 


1119. —1n|cosx]. 1120, In|sen x]. 1121. (« —b) In 


Ñ Í 5 + 
sen Ey | . 1122, 51n| sen z 


1123. —21n|cos Yx]. 1124. 5 In | sen (2241) |. 1125. In | tg 2]. 1126, ¿sont = 


sent 67 4 ¡¡ 
1127. TA 7 . 1128. EAT . 1129, TF In (32 COS 3x). 
1130. => Vcos 2. 1131. — 5 V(1+F3 cos? ma, 1132. = ui 
5 


dla pa 3 ctg? Y 
3 DA A rl Ser E 
1133, 7 Vigz. 1134. 1135, y [18 32+o3r) . 


1 2 
). 1137, z¿In|b—«ctg3z|. 1138, ¿ ch5z— 


1141. 2arctg e”. 


1136. 2 (1 


3 
— $ sh áz. 1139. E 2x. 1140. In| 


1142, Injthzx|. 1143. Inchx. 1144, Inishx|. 1145, 5 Y (5— 228, 
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1 44 1 =- 68. —L ¿ox 
1146. z any —4r+1|. 1147, Vi arctg 5 1148. ye 
1149. Y harctg (= y $) 2 m(V34+4V273%8. 1150. H=-— 

2 2 V3 3 
2 
GF 422 In|z+1!. 1151. +. 1152, In|z+cosz|. 
e 
1 
1153. + (In1 sec 32448 3214 == =135)- 1154. ——. 1455, In|tgo+ 

rot ¡org pre e 4 g3en * 
+Vu de y 1156, Y 2arctg (z Y 2) 027 157. — 
1158. LEE. 1150, G aroson (22). 1160. —tg ax—z. 1161, 0 

3 AAA 
1162. orson E. 1163. alo|tg (++) P 1164. Y UFI 
1165. —21n |cos VZ3=11. 1166. 7 ln |1g 5 , 1167, paroles IMEI 


+ arctg z. 1168. —In(senx-+c0s 21. 1169, Y2 ln 


Xx 
| 


— Y 2 
— Y2 cos —. 1170. 14+-—=- de y2 . 1171. Injz/|+2arctg z. 
Ya" Y V2 | y 
1172, ¿ex 1173, on, arcsen = Y3 + Y4— 323. 1174. z—1In (1 + e*). 
va 2 
1 a A _—_—— 4 
1175. Va or Pb" —2). 1177, 5 Inftg az]. 
ZN? 
arccos — 
178. —2.c08 dial 1179. 3 in el. 1180, — 7) 


2 2 


1481. —e=t8%, 1482, L arcsen (ta 1183. —2ctg22. 1484, (ELSen? 
2 v2 2 
VITEL 1185. In (secx+ Vida F 1). 1186. —L1a Y 5+sen2e | 
i 4V5 ves SS 
tg z : es, 
1187, yaa (3) : Indicación. | asas f E 
dx 
2 MON 
=| E 1188. = Vin(r+ Vip. 1189. =y sh (2343). 


1190. q y 3%". 1191. n) Ez eroros Y cuando z > Y?. b) —1n (1+.e-*); 


c) gp (5223) d) 7 VEFI-2V7F1 e) In(senz+VYV1+Esen?z) 
1192, A 1193. A 542 V 320114 V21). 


Ll. 1195, 2arctg Y e*—14. 1196. ]n —In21a/1n 42112]. 


1194. In 
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3 A A 
1197. a. 1498, 5(e*—2) VHFT. 1499. E (cost 2—5) TE 
z 1 LA A 
1200. In A PR . Indicación. Ponerz=—., 1201. — =— Y 1-— 12 
1+V 2241 | | ps 


El 0 , 
+3 arcsen z. 1202. + V2Za—-; y2=21. 1203. Yziai—a arccos = ; 
1204. arecos —» si 2>0, y arccos [ 2), si 10”) Indicación. 


== y2 
Poner pm. 1205, Y E ; 


Obsorvación. En lugar de la sustitución trigonométrica se puedo 


206. — YA 
A. 


utilizar la sustitución 2 ; 1207. S Vi—22 + arcsen z. 
= 2 A 
1208. 2arcsen Vz. 1210. 7 Va4—024 In ]24 Y2Ha3), 1214, elna—. 


1212. zarctg z-- 7 In (1 +22). 1213. zaroson + Y 1—a2, 1214. sen :—:zc082. 


xsenidxz , cos3z +1 «1in2-41 
1215. e TS « 1216, => ¿KE 1217. — ax In) . 
3 
1218. =57 (I2—62+2). Resolución. En lugar de integrar repetida- 


mente por partes, se puedo emplear el siguiente procedimiento de coeficien- 
tes indeterminados 


l 2303% de (Ax24+ B2+C) e8% 


o, después de derivar, 
203% <= (Ari Br+C) 303% + (2Az + D) e3%, 
Simplificando por e3* o igualando entre sí los coeficientes que figuran con 
las mismas potencias de x, obtenemos: 
1=34; 0=3B+24; O=3C+B, 
2 


de donde A; di EE C=É. En la forma general | P, (1) e*% dz = 


= Qp (1) e2%, donde P, (z) es el polinomio dado de grado rn y Qr(z) un 
polinomio de grado x con los coeficientes indeterminados. 1219. —e-* (124-5), 
X 


Indicación. Véase el problema 1218*, 1220. —3e “(2349224542 4162). 


Indicación. Véase el problema 1218*, 1221. — pa na : 


222+10x+14 +5 
Ar 


1222. sen cdo e SE cos2x Indicación. También se reco- 


mienda utilizar el método de los coeficientes indoterminados en la forma 
| Py (2) cos fx dx =Q, (1) cos Pr + Ra (2) sen fx, 
“) En lo sucesivo, en casos análogos, se indicará a vecos una respuesta 


que corresponda solamente a una parte cualquiora del campo de existencia 
e la función subintegral. 
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dondo P, (z) es el polinomio dado de grado nr y Q, (2) y Rh 5% son unos 
polinomios de grado n con coeficientes indeterminados (véase el problema 
3 nz 


9 272  4q2” 


na EZ .2 2 
1226. 2Y/2Im2-4V2. 122, A arciga—h. 1228. Qarcson— 


q arcsen + Vi—z?. 1229, z lu (21+ Y 1422) — Y 1 +23. 


4 
* —( 
1230. —zctg + In | sen 7]. 1231, A E z ll e db ; 


3* (sen x+<cos z 1n 3) e“X la sen br — beos bx) 


1233. 1 an (Ta 3 % 1234. ——_—— gr — 


12138, 1223, M2 — . 1224. x 1n2x—2rInx+2x. 1225. — 


12 eS 
1235. > [sen (In z)-—cos (In z)]. 1236. -S (224+1). 1237. e (Yyzx=1). 


3 2 - EA 

1238. (F—=+32) Ins 3. 1239, 22m 
2 S 3 

1240. E 1241. [In(Inz)—1]-Inz. 1242. 7 arctg 3r S 

gl 4 1+2 4 

AN 3 > == 2 

15 +15 ln (9234 1). 1243. 7 (arctg 2)2— zx arctg z + 7 In (1 + 23). 


1244. z (areson 2)2 4-2 Y 1—u!l arcson z—2z. 1245. 


arcsen t 


t 


1246. —2 VI=Zareson Y 242 Vz. 127. 1644 


lIn|cos2r/ 13 e* (cos 2x—2sen 27 z 
A 1248. SF (E 14). 1219. 3 + 


5 
z COS (2 ln x) +22 sen (2 In 1) pa z 1 
1 A 1250. a+ > arctgz. Resolu- 


ción. Poniendo u=x y do Epi» obtenemos dude y »=—557g) 
De dondo | A A A E A 
(2241) 2 (1241) 2(AP1) —  2(2%+1) 


1 1 1 5 z Ñ ae 
+3 arclg z+C. 1251. -rrJ (5 arca 2 +7) . Tndicación. Em- 


ke 2 
pléose la identidad ls [(2?402) 23]. 1252, 74 Ya +3 aresen —. 


AA d 
Resolución. Ponemos u= Val—a2 y dv= dx; de donde dis 
Vaz? 


e - _ 3 a a 
y v=I, tenemos | Va—2ibdr=z Yala | va” Y ala 
at—z 
(4222) —a2 == A Ñ 
— A hara a a» o » or 
Via di=x Y al—z Ñ Yal—3idr+a Va a 


consiguiente, 2 Ya dr=x Y al— 124 a? arcsen - . 1253. > V Atx24 


+£In/24+V4F al, indicación. Véase el problema  1252*. 
z 


z > Indicación. Véase el problema 1252*. 


1254. -5 VIAS arcsen 


Soluciones 449 


z- +1 


1255. 3 arotg > . 1256. Im 13 |- 6z—1 4 


-—% Y11 2 


- 1259. o In (124745) +4 arctg (x—2). 


X In (27213) arctge 


V3 


1260. 5 id 344 2 arct 


a 1261. 243 ln (12—624+10)+ 


o arcsen ia 
vi 5 
1264. In [+4 VES 
Zed 
5 * 
o z 
In (2 dl e 1268. la | 1+Viza 
ds 4 
5 1270. di TERR VZA a VE (2 > Y 2). 1271. —arcson FI" 
1272, == EE YiTF22F5+2 In OO 1273. ha e praia 
2441 
uyy 


+8 arctg (r—3). 1262, 1263.  arcsen (2—1). 


1265. 3VI4 15. 


1266. — —2 Y1=zx—2x?-—-9 aresen —L_— 1267. q VIA 


MEE 


1269. —arcson 


+ arcsen (2x— 1). 1274. 


yr=+2. arcsen Es E 
Ele 1 3-—S0n z o 
1275, Si [53 == l. 1276. UTE arctg EE 1277. In (. + 5) + 
+VIF FRA). 1278. rr er 
zh 
a +), 
(2—1) (243) 
(2 +2)1 


A 2+In2 
1279. —Y1—41inx—In2x—2arcsen v 1280. 7 In 
1281. +3 In[z=3[—3Info—2 1282 ¿zin 
1 161 
2 6 
z* (x—4) 4 
O 

(1-13 

zl6 q? 11 8 


. 1287. - — —_—_= =——z » 


+1 Hal 1286. > 724 Gin O 2 E-23i 1-2 
ES t—3 


9 1 
a eo ET DEFJT 2 EOS ear 
—1 


1 x 
al 1292. 242 ln a |- 


1290. =————. 1291. =+n| 
Eo 1203. 51m] 23 | a +5 in A 


(1-1) (2— 4) 
(237 


1283. In | 1284. 5z+In 


2 (1131 P2y 


arctg (x-+-2). 1294. Fin Cala cetro arctg Enea 1295, eE X 


CN E E 


+50 
291016 


450 Soluciones 


EE ¿Y . 2 y2 | A en 
E% oo T arctg z 21 
» 2 . o E . (2312719) 
+75 arctg Vi 1297 34435 + 7 1293. E 5 + 
+2 2er to 
+arctg (+1). 1299. In | +1 RE Y ——— arctg WE 


4 3x— 15 
—y In (124-244). 1300. E ME In (2241 4-5) + y arctg (12). 


+1 1 A 4 
TEFDAFN + 5 Injz+1|— <q 1n (22 4 1) + q arctg z. 
z—1 1525 + 4029 + 332 


3 
1302. E acctg T— n EST . 1303. TB aras + 


1301. 


= 


Pa 
4 (11—1) 


45 Ln 
+35 arctg z. 1304. “yz + 2 In (12—2x+2) + arctg (zx — 1). 
E AN 
1 214+1—VY5 r—4 
E A 1307. == 2 In P 
2 Y5 224444 2 e 4)2 ME e :—¿ 
1 234.4 1 1 r—2 
1308. 7 (20 | 757). 1909. 40m]! | 1310. In|z|- 
—FInja7+4|. Indicación. Poner 1=(2744)—2". 1311. In] [Fx 
1 4 4 z+1 
REA pe A, y A 
x1in/[1254+1 | + ESTI: 1312. 3 arctg (1-1) E arctg a: 
1 4 4 | 1 4 4 
88. ¿ANA TE 1: — 7 A 
E A (r—1)p 3 (x —1)1 | 3 
—arctgz. 1315. . E E 


x[2Y (ar +50 Y (az Eb). 1317. 2arctg VEZZA le 6Y + 
+35742 Ms U-+Y23). 1319. a E 1 SV H42V 2 


y a ro | 2 
=3 y I—6y 1-3 In lM+y z z | +6 arctg y” 1320, In Wa ps 
+24 Yx+1 
2 2 Vii - 5 WE 
— — arcty ———__———— 1321. 2 —2 V 2arct —. 
V3 arctg 3 Y x—2 Y 2 arctg 7 
1322. —2arctg YVi—z. 1323. Y (22) +5 In la Yz21|. 
4 z + 22+1 2 y a 
1324. 3 ln + arctg V3 + BT * donde z— 1" 


1325. YE, . 1326. ze VA=3Fi—> In (Q7—1+2 Vx2zx+P0. 


Soluciones ást 


8 párlart. ——Á 5 PA 
1327. E YA 132. (+ 2—=< 0 Hz ) ViFA— 
5 : 3 4 
—x 5 In nn 2%), o (bt Y2=1-— y Arcsen —. 
o 1 3 
1330. EFI Y 22 E rad 1331. R4+In[z]+3m— 
-(2—+R)-In (1-¿+2), do donde R= Y FZ3FT. 1332, 5 22 


2 YIF2a* 


4 y AF 141 1 o E (2221) YIEZ? 
1333. ds a —=y trctg y ri4+4. 133. SNE 


1335. > In A + y arcte a ; donde ¿=y 1-28, 
1336. — > O 4837. e, DE A 1338, — sonz— 
S -y sen” z. 1839. —cos zx -+ 5 cos? 2 cosó z, 1340. AL 

E 1341. - cos8 53 co096 > . 1342, 7 — =P eS 
—2In|senzj 1343. al A A. 1344. F— ES k 
1345, += _ A a 1346. Lao sen 62-47 son 12% — 
+7 send6x, 1347.  —ctgx HE 1348. tg c+ tg3 a tg5 z, 


cta? x ctgi y pS ta? x ego Aa 
1349. BEN OMIC "ES 1350, il 1351. 3 tg z+ 


+30 tel Tr 1352. +2 te |. 1358. 1, 
x [dm] 185410 e(3+%)l] 1354. E EL 
+ 31m 1355. atar alte (2+3)!- 

1356. q tgór—z. 1357. E — In]senz|]. 1358. —ctgo z+ 
+ctg 1+x. 1359. St +t83 7 —3% $ ble sed 
1360. LLE 361, EZ 1302, co Y cono 
- cosióz, 1363. 2 Ytgz. 1364. > == ln A 
_ 73 arcte Ya donde 2=V iz. 1365. e E . 


29* 


452 Soluciones 


| sen 257 sen 5x 3 5x z 3 
1366, O “57 . 1367. s sen Fr sn . 1368. > X 
z 4 sen2az , 1 cos 2h coso _ sen (204 p) 
X c08 377% cos z. 1369, ETE > . 1370. > 0 , 
As son 3z == 72 1 1 1 
1371. Y — —a 7 + - 1372. A 6z— 5 “08 4x—- COS 25. 
| 24tg5 
4 P) 4 E z zx 
1373. de a . 1374, 77m] (5+5) 1375. 1—tg > 
—tg > 
2 
| tg 75 Ñ 
1376. —e+tgz+secz. 1377. | — 1378. arctg (11 7) 
1379. + 2—5 lm|250n +3c0s zx]. Solución. Ponemos 3senz->+ 
+2c0s z = a (2 sen 243 cos 2) + f (2 sen +3 cos x)”. De donde 24—3P=3, 
3a+2$=2 y, por consiguiente, ==> 5 , B= + Tenemos 
3 sen x-+2c03 z 12 (Lsenz4+3cos1) , 12 __ 5 
| 2 sen 1-43 cos a. 13) 40 Bl ¿senzr+3Cc038 z CN E x 


1 tg z 
xla|2s0nz+3c08z7|. 1380. —In[cosx—sonz/. 1381. yy arctg ($2). 


o Dividir el numerador y el denominador por cos? z. 


V3 tg z a mn 
1382. arte [ =—_—_=— |, Indicación. Véase el problema 1381. 
E el V5 E 
4 2tg243—V13 asa ; 
1383. Hp "| Indicación. Véase el problema 
Ya 2tg1+34+ V13 


1 tgr—5 | 
1381. 1384. 5 in] |. 
4 4 tn Y 2-+sen 22 


Indicación. Véase el problema 1381. 


3859. — =————= . 1386. In (1+son?! x). 1387. A 
A 2 (1 —cos 2)? uds 2 Yy2 0 Ig 
z 
2tg 3—1 3 tg 5—1 
1 5 —sen y 2 4 2 
o y - £ pa —>= E 
dcir rr TY ds A Y “Y Yer 
e. » . 1] a 4 paa 4 
Indicación. Utilizar la identidad RT (sn)  2osnz 
z 
1 “3 
—— . 1390. —12 4-2 1 | ——_—— Indicación. Utilizar la 
3--sen z ¿ z 1 
g3 + | 


y 3 
1—senz+4c0sz _ 1391. ch3 z 


o as 3 —cha. 


identidad 


Soluciones 453 


4 

1392. A+ 2 E SS. - 1393. E 1394, —$ + ca 

p> 3z 
1395. In ae Ez > 1306, —2cth2s. 4397. In(ehaj—=> 

3 
1398. z—cthx— Ea EN 1399. arctg (thx). 1400. —5* 
3th%+42 ; 

x arctg (LEA) ($ E arctg (e* v5)). 1401. A 


e il 
Indicación. Utilizar la identidad Ses o sh x + ch x,. 
1402. Y —InlVichx4+ V¿h 22). 1403. za V 3252342 aroson 7. 
1404. 7 VIT in (04 Y 2T 53). 1405, > = YIFA A In (+ 
+VIF22). 1406, V3—=2F34=3 10 (2-14 Y 2H-32 173). 


1407, Y 23=4—210]24+ Y 2741, 1408, 252 VAF:—< In] 27414 
+2V2Fz]. 1409. ci Y 130258 Inle—34 Y 236271. 
1410. A (8224 82417) Vx2+241 +3 In (+1 42 Y 124241). 
4 Y 232145 y2 Vi—zi 
1415. E 7 TON - a (2122345225243) 
ave ad ú , 
x cos 3z 
d 3 A E 
1416. 5» rf son 6x + < cos 62 a sen 6s) 1417 ñ eN 
sen . E sen z e2x er 
+ + —- A. 1418. Í— (2—sen22—cos 22). 1419. 7 x 
s% (E bete: 27 at) 1420. Flo (sen x 4- cos) 


—sen zx]. 1421. +5 Im/e*—4]-4-=5 In (e%+2). 1422. r2—1in(24e*4 


+2 VE FEFD. 1423. y [+10 2+In 129422]. 1424. z ln2x 


E 2 9 
x l24 V1F22)—2 VIE In (24 YTF23) 420. 1425. ($) y 
Xx arccos(5x —2) — ad V 20125123. 1426. son z ch _ z sh z 


í 1 z 
6 a lapa): 35 (a po+ 


E 12 E AA 1 A E tc AP 2] In > 
F- A arctg a ) pa Fzq = 42 (Fan? + Zas tg A » 1428. In 


4534 Soluciones 


_ cosesenviz , n—1 ho po 32 cosusenda _ 35en2z 
n += nas cg 4 16 
cosrsentz 4 3 sen z 
A o a A Lg 01 NS PE PS e 
Is y 75 008 x sentz—<5 COS 7. 1429. 7, q OST | 
n—2 A sen x 1 Y sen z 
ir (3+7)!: ET TTTE: +3 0 


1430. Tn = —x*%e*+nFay Liy= —e* (2104 10x%9 + 10. A .+10- e 8.. 
...224+-10-9...1). 1431. arctg V2(b:-0 . 1432. In Y 12-21 +2— 


1 
—á arcty (1—1). 1433. 


arctg 


4 ES 143 1 4 4 
1434. > in Vx . 1435. 2 In 
4 
1487. A FÍ) l 
id iS ala su + 1)2 se ER a 
+7 “y3 1-2Yx ' CT Ya 
1445. ——=—— . 1446, —2 (Y 5=2—1)—4 ln (14 Y 5—z) 


— 1)2 1 1 
EI + Zn (242423) + y arctg (22-21). 
142 SA ; UR 
a lo 1 
ás (ta me 1| 2+1 ae ia 5% 
— Fl) 1439. zx 2—1, 
arctg 22 440. EBH2 Vu 224021 
1442, In (2+=3+ VEF3P1) . 1443. V22— y y (22). 1444. 7571 
T 
2x— A 
Y 4122141 
1447. In|x4+ Y 1-1 |— 


1448. ——> V 12 1449. E arcsen X 
[+Fañ 2 


APN IA 
Va=1 
2 ña 

+ 1450. ———. 14. nm 


Vz+1 

2(2+1) a 1. 41 4 
Xx arcsen ne Indicación. ar =3lo-337): 
1452, 5 2 ln 1+ Y2341. 1453. 76 (824) x 
x Y 2324 arcsen (Sx—1). 1454. In 


1455. a 


e 
ad E 
LED ya Papi In (+1 + 


V3FZ +2 Yia-4 Yi un 1 Vi1—x314 
+ z +2x+-2). 1456. DI . 1457. yin Vi-3+1 . 


1458, 5 ln]24 144 ln (124241) E arctg V3 , donde a 


A 1459. E In (294 VIF21). 1460. + Sa + sen 4z 
+ 
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o qy3 
1461. RANIA ctgt z. 1462. —ctg PE EA E 
463. 7 (cos23—6) /Zostz. OMA PIE REN 
1463. > (cos x—6) Y cosiz. 1464. 20 eni 5 ZO sen25z + 75 * 
Z taz te5 z 1 2([ * 
E . 1465, ETE 1466, sem. 1467. tg2 (E4 
E 1 4tg—1 
— 21n | 00s (=, 7) 1468. —-— arct 
+7)+ A 73 e 
2tg zx 


1469. 


70 yA -- A a 
10 arctg ( 775) . 1470. arctg (2tg x--1). 1471, 3 In | tgx+ 


fal epa 8 (7 “8-3 dad y 
+ sec z | —— cosec x. 172, — arctg arotg 1 —- ], 
2 v3 e El Vv2 


1473, Inltgz+2+ Vi Awer1l 1474, la (sen az+ “Y 22+ sen? az)- 


E | 4 : 2  xrsonz2z cos 2x 
1475, y 7 te 32+-5 10] cos 31 |, 1476. E O. E 
2x 3 pra 
1477, qe. 1478. E (221). 1479. In Via )24|— 
a3 ga 1 3z 
EDF 1480. Y¡TFz3arctg z— In (24 Y 1423). 1481. y sn 5 — 
1 | z 1 
— "76 Sen SF eno . 1482. "TF 1483. In|1+ctg x] — Ctg x. 
2 EA 
1484. 22 . 1485. —2ch Yi—xzxw. 1486, in chez. 1487. —ecthx+ 
1 zz 1 a 1 ex—3 
+In|sh zx]. 1488, Ao —21. 1489. eN arctg 5 
44 1 142% (972% 
( ps VEA) 3 4 E E 
1490. 7h (ex 44)? — == (e*+ 1)2. 1494. mai . 14%. ino * 
CI: 498. 2VFTI+In VEA 
x (3 + +17) 1493. 2 V2T1+In AT 
> 8 e ARO EN 
1294, 1 | | _2BEZ 1595, L (+ Es y 31) 
VIi+z23 z 4 z 3 
1496. y (cos In z-+ sen In 2). 1497, E (22 cos SoY a son 52 + 
+ 3x cos 5245008 a sen 57) ; 1498. 5 | (522) arctg (27 + 3) + 
+2 Ia (Qui 6745) | j 1499. y Vi=A4 (93) arcsen Yz. 


mn ES 
1500. q” 


456 Soluciones 


Capítulo Y 
210 m4 


2 
1501. b—a. 1502. ES 1503, 3. 1504. HAT * 1505. 156. Indi- 


cación. Dividimos el segmento del ejo OX, desde z=4 hasta <=5, on 
partes tales, que las abscisas de los puntos de división formen una pro- 


grosión goométrica: zp=1, 2,=209, 22=24?, ..., Tn=27Y4”. 156. ln > : 


Indicación. Véase el problema 1305. 1307. 1—cosz. Indicación. 


Utilizar la fórmula sen a +sen 244... +sen na = [ cos 2 005 Xx 


] a 2 
¿Son 7 

x(n +3) a]. 1508, 4) == 2: 2) ==" 1509. Inz. 1510. 
1 


—VIFZL. 1514. 22m? 1512. 7 dea 


=nn(r=1,2,3, ...). 1514. 102.4515, —. 1516, 07% 29h 2. 1517, son z. 


4 4 2 n—1 41 (1 
1518. z* Resolución. La suma 2n=>3 +37 > ia (+ 


n—í1 
n 


He. + 


) puede considerarse como suma integral para la función 


f(x)=x en el segmento [0, 1]. Por esto, limsn= | zdr=-. 1519. In2. 
%->00 2 


Resolución. La suma E E | + 
1H — 
7 


1 
EA + A | Se puode considerar como suma integral para la 
a + 


e 4 A 
función f(z)= ra en el segmento [0,1], donde los puntos de división 


1 


á k : > dz 
tienen la forma t=14+> (k=1, 2, ..., n). Por esto, o | rr 
1 7 100 1 7 16 
mu ] 2. 152 eo "we, . — A e ca, . 7 Ñ e 
n 0 Pp 1521 3 1522 3 33 3 1523 Z 1524 3 
2 1 2 9 1 
1525. =3 . 1526, 3 In 3 - 1527. ln 3 . 1528, 35 18792 ln 3. 1528. arctg 3I— 
a 1 4 E A E 1 E. ya 
== arctg 2=arctg > » 1530, ln 3 3 1531. 16 . 13532, y 5 1533. ya Z 1334. 


21535, 2114 V5 1 2 
E: 1535. 3 la 1536. P+z > 1537. y. 1588, In 2. 1539. 1—co31. 


Soluciones 497 


1540. 0. 1541. e. 1542. arctge——. 1543. sht=3 (+2). 


9V3 


1544. th (ln 3)—th (12) =>+. 1565, — 742 sh2m. 1546. 2. 1547. Es diver- 


gente. 1548. : y si p< 1; es divergente, si p>1. 1549. Es divergente. 


, si p >1; es divergente, 


1550. L. 1551. Es divergente. 1552. 1. 1553. — n 


si p< 1. 1854. 71. 1555. YE" 1556. Es divergente. 1557. Es divergente. 


15538. y 1559. Es divergente 1560. E 1561. Es divergente. 1562. — 
In 2 In a k 


2 
1563. 22. 1564, += 1n3, 1565. 2. 1566. Es divorgonte. 1567. Es 


3 33 
convergente. 1568. Es divorgente. 1569, Es convergente. 1570, Es conver- 
gente. 1571. Es convergente. 1572. Es divorgonto. 1573. Es convergente. 

1 
2 
1574. Indicación. B(p, 0-1 f(=)dz=+ 


f(x) dx, donde f(x) =xP-1x 


X (1 —2x21; como lim ira rrP=zi y lim (1 —ay 12 f (2) =1, ambas integra- 


les son a cuando espe y 1—23<1, es decir, cuando p>>0 


í 00 


y 9>0. 1575. Indicación. T(p)= | Fa) da ' j(x) dx, donde $ (2)= 
0 1 


== 2P1g7%*, La primera integral es convergente cuando p_>0, la sogunda, 


Es 
> d 
para cualquier p. 1576. No. 1577. Va Vi dt. 1578. VyI=== 
y Y1+psentt 
E 
Ing 00 
1579. Y ae 1580. | ps 1581. e=(b—a)Jt+a. 1582, 4—21n3. 
In 2 
1583. 821. 1584. 2%. 1585. LT. 1586, de 
73 2 V5 Vi 4 
1588. Y3—F. 1589. 4—m. 1590. Fla 112. 1591. MEET 1592, 74. 
2 Lodo; 
1593. a . 1594, > 1599, —1. 1600. 1. 1601. ZE. 1602. > (e 1). 
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a 


1603. 1. 1604. ¿Top 


1605. 


1) a ? 
AE 1606. Resolución. T(p+1)=> 


[o .] 
== | zPeX de, Utilizando la fórmula de integración por partes, ponemos 
0 


zP=u, e * die=dv. De donde du = pzP71 dx, v=-—e”* y 
[e,2] 
P(p+1)=[—are5p+ p | 2bmle=s dz = pl (p). (+) 
0 


Si p es un númoro natural, utilizando la fórmula (») p veces y teniendo 
en cuenta, que 


[o] 


l (1) = l e*di=1, 
0 
obtenemos 
P(p+1)=pi 
24-3:5,.. (QA) : a 
1607. IM= ZE a? si n=2k es un número par; Lor+1 
2:46... 2k 


= 135... 0%F1) , 31 rn=2k-+4 es un número impar. 


128. _ 637 
lo=38+ 10512 > 
1608, PLD! 1600. GB (mE, n+ ). indicación. Poner 
(p+9—1)! A 2 . 


sentz=t. 1610. a) más; b) menos; c) más. Indicación. Dibujar la 
gráfica de la función subintegral para los valores del argumento en el 
segmento do integración. 1611. a) el primero; b) el segundo; c) el primero. 
1612. <. 1613. a. 1614. >> 1615. + 1616. 2 arcsen 5: 1617. 2<1<V%5. 
1618. 2<1<2. 1619. Laci<ta. 1620. 0<1< E. Indicación 

"9 7 43 po : 32 * j 

E 4 y2 

La función subintegral crece monótonamente. 1621. G <I => A 


1623. E . 1624, 1. 1623. > . Indicación. Tener en cuenta el signo de 


la función. 1626. A. 1627. 2. 1628. in2. 1629. m2 ln 3. 1630. xa?. 1631. 12. 


4 4 2 32 nn 1 
1632. 3 Pp" 1633. 4. 1634. 107. 1635. 4. 1636. 3 + 1637. ASES 
5 3 
1638. c+ —2=2(ch1-4). 1639. adl2 Y/3—1n (24 Y/3)]. 1640. y na. 
Indicación. Véase el apéndice VI, dibujo 27. 1641. 2a%e"1, 1642. E al, 
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( 
1643. 151. 1644. 5 In3. 1645, 4. 1646. 3xma?, Indicación. Véase el apón- 


dice VI, dibujo 23. 1647. a2 (2+5) . Indicación. Véase el apéndice VI, 
dibujo 24. 1648. 20 y 61. 1649. E 43 y = +1 Y3. 1650. 
y mub, 1651. 31122, 1652, y (524 2ab). 1653. Grta?. 1654. zaz. Indicación. 
Para cl lazo, el parámetro t varía entre los límites 0< t<-+o00. Véase el 
apéndice VI, dibujo 22. 1655, > nun, Indicación. Véase el apéndico VI, 
dibujo 28, 1656. 8nx3%2 Indicación. Véase ol apéndice VI, dibujo 30. 


2 2 
1657. sl 1658. a2. 1659. A Indicación. Véase el apéndico VI, 


pane 2 2 
dibujo 33. 1660. Ln. 1661, 28 V2 02, 1662, 2. 4663. az (+ 
2 3 (4 3 


+43) . 1664. = 1/2. Indicación. Pasar a las coordenadas polares. 
1665. 7 (10 Y10—1). 1666. Y hi2. Indicación. Utilizar la fórmula 


cia=sha=4. 1667. YVi+In(14+ V2). 1668. Yi+e-—Yy2+ 


+ In Sa VA . 1669, 1+> ln > 1670. In(e+ Y 2—1). 1671. 


Laa 4 
. 1674, 20 Y3, 1675, ln + 


In (243). 1672. + (0241). 1673. aIn= 


1) 
+ao=n PL, 1676. > az Indicación. Véase el. apéndice VI, 


4 (a9 — p3) 
TT ÓS 


dibujo 29. 1677. 1678. 4164. 1679. na YV1I+4m +3 In (2x1 + 


n - 
+ V1-+F4x2). 1680. 82. 1681. 24 [Y24+ In (Y2+1)]. 1682. LA zara 8 


a Vitm? 1 nad 4 A 

1683. 222. 1684. 144 In3]. 1685. G—. 1686, ¿aabt 1687. 
3 

(024 4—e=2), 1688. 52, 1689. v:=. 1690. y =$ 1 1691. v.= 

3 


8 
==: 0y=2m. 1692 1693 e ad, 1694 . sp?. 1695. —xt. 1696 
a > y . - . 15* . «y Pp”. . TT. . 


461109 
10 
3 2 
27 (15—161m2). 1697. 2229, 1698, 22. 1609. Eanoa. 1701. a) Snta%; 


5 

3 4 
b) 6n?a3; 0) LA (0246). 1702, E nas, 1703. 10%, 1704. ¿xaf. 4705, 
di Ab+aB able 128. 8 
z (16454 ab). 1706, DA. 4707. iogo?. 1708, mo%b. 1709. 
416 


1 O ns A? 4 
> 2 Mt 3 ñ A A O 
y Ta h. 1710. q 1711. na? Y pg. 1712. nebh (1+ 57) . 1713, 3 abc. 
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1746, E (YTB-1); Ena (6 Y3—8). 1745, 2n1/24In(V24+4)]. 1716, 

2 (Y3-V2)-+21n a. 17. a [Y 240 (1412). 1718, EE (024 
na? 12 5 

+24-4) =3- (24-sh 2). 1719. y mus. 1720, G (e-1) (24:44). 1721. 


4n20b. Indicación. Aquí, y=b=+ Y 22—xi, Tomando el signo más, 
obtenemos la superficie exterior del toro, mientras que con el signo menos, 


se obtiene la superficie interior del mismo. 1722, 1) 21nb2 + EA arcsen £; 


2 Val 5: 
2) A donde LA (excentricidad de la elipse). 1773. 
a ; b) 16x:2a?; a) 5 na?, 1724, = sua?, 1725, 2na? (2/2). 1726. E xa?, 


3 
ed a: 3 2 
1727. Mx=>3 VATFB, My= 7 VEGA, 1728. Ma= = : Mp= 2 : 


a) 


a3 
1729, Mx=My == , 


=1=3- 1730. Mx =My == 0%, == =$ 0. 
21102 ; pa 7_ a 24+s8sh2 =_ asna. 
1731. 2na2. 1732. x=0; y= Z a 1733.  y=0,. 
— o — 44 2 = te. —  4b  — 9 
1734, TI =X4, Yy= 3. 1735. t= 3 * Y = 37" 1736, z= => ' 
1737. I=xa4; J= 2 1738. (o; 0; +)- Resolución. Dividimos 


el hemisferio en zonas esféricas elementales, de área do, por medio 
de planos horizontales. Tenemos dG ==24 dz, dondo dz os la altura do la 


Ga 
2n $ az dz 
zona. De dondo z === 35 . Por simetría, 2=y=0. 1739. A la distan- 


cia de 2 de la altura, a partir del vértice del cono. Solución. Divi- 


dimos el cono en elementos, por modio de planos paralelos a la base. La 
masa de cada capa elemental será dm¿=ysp2dz, donde y, es la densidad, z, 


la distancia desde ol plano secante hasta ol vértice del cono, p=ri. 


p2 
wm i-—:2idz 
p12 3 3 
De donde == — =p h. 1740. (o; 0; +-5 4) .Rosolución. 


4 
— 172 
> auróh 
Por simetría 2=y=0. Para dotorminar z, dividimos el hemisferio en capas 
elementales, por medio de planos paralelos al plano horizontal. La masa 
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de una de estas capas elementales será dm=wynr2dz, donde y es la densi- 
dad, z, la distancia entre el plano secante y la base del hemisferio y 


A ( (a2— 22) 2 dz 


r=Vaizt, el radio de la sección. Tenemos: z = ——___——=3+ a, 
el sas 
3 
1741. I=rnad. 1742, 1,¿=- 08%; Ip=-L 08h, 1743. 1=Í 49, 1744. 1 =—nab%; 
. . «da 3 ) 3 15 . ¿a 4 , 
ly =2 nah. 1745, I=> 1 (RI—RI). Resolución. Dividimos el anillo 
en anillos elementales concéntricos. La masa de uno de estos ele- 
Rz 
mentos será dm=—y2nrdr y el momento de inorcia, 1=25 1 r3 dr = 
Ri 
==y (Ri Ri) (y=1). 1746, I=5 nRtHFy. Resolución. Dividimos 


el cono on una serie de tubos cilíndricos elementales, paralelos al eje dol 
cono. El volumen de uno de estos tubos clementales será dV =2xtrk dr, don- 
de r es el radio del tubo (es decir, la distancia hasta ol eje del cono), 


h=H (1-3) , la altura del tubo; en este caso, el momento de inorcia 


R 


4 
pas 29H (1) rar EZ, dónde y cs la densidad del cono. 


1747. I = Ma?. Resolución. Dividimos la esfera en una serio de tubos 


elementales, cuyos ejes sean el diámetro dado. El volumen clemental será 


3 
dV=2xrhdr, donde r es el radio del tubo y h=20 / hp, su altura. 


a 
En este caso, el momento de inercia será: 3 =ámay | y 1-5 r3 dr == 
a 
0 


=== ray, donde y es la densidad de la esfera, y como la masa M= 


=> na, se tendrá que =+ Ma?2, 1748. V=2n8%42b; S=ántab, 1749. 
O ? =p = 4 or : ib 
a) t==y ga b) z=y= 10?" 1750. a) z=0, == Indicación, 


Los ojes de coordenadas se han elegido de tal forma, que OX coincide con 
el diámetro y el origen de coordenadas con el contro del círculo, b) Z2= 


=>. Resolución. El volumon del cuerpo, que es un doble cono 


engendrado por el giro de un triángulo alrededor de su base, es igual 
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a V=> noh2, dondo b es la base y h la altura del triángulo. Por el teo- 


rema do Culdin este mismo volumen V m2nx Lon, donde x= es la distan- 


d 
cía desde el centro de gravedad a la hase. De donde => , 175L, vt — 
El2 mn 0 ( ve a »_*0 _ 2 
O O 


Á a A a 
EZ A a” A == en oros E Z mr cn am AAA 
101 m, 1755, v= ; ín ( == ) 5h 53 [ se, (a —b£,) in mm ] . 12756. 


Á= + R?14?, Jndicación. La fuerza elemental (la gravedad) es igual al 


peso del agua en el volumen de la capa de espesor dz, es decir, dF =y1R? dz, 
donde y os el peso de la unidad de volumen del agua. Por consiguiente, 
el trabajo clemental de la fuorza es ¿A=ynR?(H —x) dz, donde zx es el nivel 


del agua. 1757. A =2 yR2H3. 1758. A= R4TM 2 0,79-101=0,79-107 kgl m. 

1759. A=ynR3HT, 1760. A= mE ; Aco=mgR. Rosolución. La fuerza 
+ 

que actúa sobré el cuerpo de masa m, es igual a F=k mo , donde r es la 


distancia hasta el contro de la Tierra. Como para r = R, tonemos que F=mg, 
resulta kM=gR2, El trabajo que se busca tendrá la forma A= 


= | k => dr =kmM (nr) = 2. Cuando k=00, tenemos que 
1 


2 R R+kR h 
+E 
Aco=mgR. 41761. 1,8.10% ergios. Resolución. La fuerza de acción 
mutua de las cargas será PF= o dinas. Por consiguiente, el trabajo nece- 
sario para trasladar la carga e, desde el punto z¿ al punto zz será: A= 
x 
] dz 1 1 
—= epe | —= €921 (-—<) = 1,8101 org. 1762. A=800x In2kgfm. Roso- 
Ia d4 Ta 
x1 


lución. Para el proceso isotérmico pv= ppwy. Fi trabajo realizado en la 
expansión del gas desde el volumen +y hasta el volumen », es igual a 
“1 


A = Y 2 do = poro la q. 1763. A==15.000 kgfm. Resolución. Para el 
ñ 0 E 


da 
proceso adiabático es válida la ley de Poisson pu” a Pot, donde k:=1,4, 


a pouk Povo pp YA=1 á 
Do donde A= | a A [1-(2) 1. 1764, 4 nuPo. Reso- 


Y 
lución. Si a os el radio de la baso del árbol, la presión sobre la unidad 
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de superficie de apoyo será p==3 . La fuerza de frotamiento de un anillo 


de anchura dr, que se encuentro a una distancia r del centro, será igual a 
tos dr. El trabajo de la fuerza de frotamionto, sobre este anillo, durante 


4 
una vuelta completa es dA= e r2dr. Por lo cual, el trabajo total A= 
a A 1 
E | 2 dr=nuPa, 1765. q MA0?. Resolución. Ja energía 


2d 292 
cinética de un olomento del disco A do, dondo do =2nr dr, 


es el elemento de superficie; r, su distancia al cjo de giro; p, la densidad 


M Mu? 
$ 0 = 2 = 
superfical, p = EZ * De esta forma, dK AT * do. De donde, K 
R 
A E 3. MR? = 4 hit 
== | rdr= >> 1766. K 2 MRio2. 1767, == Rm? = 


=2,3-108 kgí m. Indicación. La cantidad de trabajo neccsario es igual 


2 3 
a la resorva de energia cinética. 1768. po 1769. pl a 


nReH 


= 11,3:105 7. 1770. P=abynh. 1771, P= (componente vertical diri- 


gida de abajo hacia arriba). 1772. 5335 g. 1773. 99,8 cal. 1774. M= 


__hbip kMm E ; 4pat 
=— gfem. 1775. aan (k es la constante gravitatoria). 1776. Sn] 
e 2 e d2y2 pá 
Resolución. Q= | v-211r dr = dul | (al— 12) r dro ¿ul | 3 7 al 
d 20 9 p3 
37 1777. 0=k vady=< Al . Indicación. Dirigir ol ejo de 
0 


abscisas por el lado mayor, inferior, del rectángulo, el de ordenadas, por- 
pendicularmento a éste, en su punto medio. 1778. Resolución. S= 
va 
4 do 1 
= | 7 do; por otra parte, 2 de donde dt — do, y por consigulonte, 
v1 
Da 


el tiompo necesario para el embalamiento t= V=S. 1779. My= 


Y1 
x 


= o. | 2. (a—1) a+ La ll E (1-5) - 1780. 
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Capítulo YI 


1782. V=< (y2—22) 2 1783, 5=2(2+y VE3F3 (z—y)!. 
4 j e 5 ¡ : a y2—gJ? ri— y2 yi— xl 
1784, $ (>: 3)=3510 1-2 1785 El, E, E, 
¿xy 2 2 E _Yi+22 
IZ yz * 1786. f(z, z i=1 412 . 1787. “1H 1788. A TE VE 
, 2 
Indicación. Representar la función dada en la forma f (2) = V (2) 4-4 
a Y zi— iy 5 ; 
y sustituir Z Porz. 1789. f(x, y = e Solución. Designamos 


DO Up _Uu4-y u—p 
. Y = 5) , f(u, p)= y) 2 =p 


dE 
2 
11 2 > ER 

+ (3) =—_— . No queda más que cambiar la denominación de los 
argumentos u y v por z 0 y. 1790, f (u) =u24-2u; ¿=x—14+Vy. Indicación. 
En la identidad x=1-+f (Yz— 1) ponemos YVI-— 4 =u; entonces, r=(u+41)2 y, 


por consiguiente, f(u)=u2+2u. 1791. HMy)= Y 1+Fy? 12= TT Y 124 yl, 


Resolución. Cuando z==1 tenemos la identidad Y1+y2=1-f ($) 


0 decir ¡=VIFZ Bn esto ca 1 (2) (L) 


2 —_—— l 
y 2=2 Vi+(2) = Y 124 y2, 1792. a) Círculo unidad, con el centro en 


el origen de coordenadas, incluida la circunferencia (12 +y2?< 1); b) la bisoctriz 
y=zx, del 1 y II OS coordenados; c) semiplano, situado sobre la recta 
z+y=0(x4-y >0); d) faja, comprendida entre las rectas y ==+1, incluidas 
éstas en (—1<y<1); e) cuadrado, formado por los segmentos de las rectas 
=341 e y==>+1, incluidos sus lados (—1<1<4, —1<y<i1); f) parte 
del plano, adyacente al eje OX y comprendida entre las rectas y=-=>+z, 
incluyendo estas rectas y excluyendo el origen do coordenadas (—:< y< z, 
cuando 22>0, 2<y <—zx cuando z<<0); g) dos fajas r:>2, —2<y<2 
y 1<-2, —-2<y<2; h) anillo, comprendido centre las circunferencias 
724 y¿=02% y x24y?=2a?, incluida la frontera; i) las fajas 2nx<zr< 
<(n+4)n, y >0 y 2rn+1) 1 <z< (2742) n, y <0, donde nr es un número 
entero; j) la parte del plano situada por encima de la parábola y =-—a2? (13+y>0); 
k) todo el plano XOY; 1) todo el plano XOY, a excepción del origen de 
coordenadas; m) la parte del plano situada por encima de la parábola y3= z 
y a la derecha del ejo OY, incluyendo los puntos del eje OY y excluyendo 


u 
+y=u, z—y=v. En esto caso 7 = 
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los de la parábola (z >> 0, y > V/7); n) todo el plano, a excepción de los 
puntos de las rectas z=1 e y=0; 0) la familia de anillos concéntricos 
2 < 134 y2 En (Qk+1) (=0, 1, 2, ...). 1793, a) 1 octante (incluyendo la 
frontera); b) 1, 111, VJ y VIII octantes (excluyondo la frontera); c) un cubo, 
Jimitado por los planos :=zxw-1, y=x3+4 y z=>3+1, incluidas sug caras; 
d) una esiera de radio 1 con centro en el origen de coordenadas, incluida 
su superficie. 1794. a) Un plano; las lineas de nivel son rectas, paralelas 
a la recta z3-y=0; b) un paraboloide de revolución; las líneas de nivel son 
círculog concéntricos cuyo centro está situado cn el origen de coordenadas; 
dara id hiperbólico, las líneas du nivel son hipérbolas equiláteras; 

) un cono de 2% orden; las líneas de nivel son hipérbolas equiláteras; 
e) cilindro parabólico, cuyas generatrices son paralelas a la recta z + y+1=0; 
las líneas de nivel son rectas paralolas; f) superficie lateral do una pirámide 
cuadrangular, las líneas do nivel son contornos de cuadrados; g) las líneas 
de nivel son parábolas y =Cz?; h) las líneas de nivel son parábolas y =C Vz,; 
i) las líneas do nivei son circunterencias € (124+ 12) =2x. 1795. a) Parábolas 
y=C—2x?2 (0 7>0); b) hipérbolas xy =C (1C]< 1); 6) circunferoncias 224 y2= (2; 
d) rectas y=azx+C; c) rectas y=Czr(z 30). 1796. a) Planos paralelos al 
plano z+y+2z=0; b) esferas concéntricas cuyo centro se oncuentra en el 
orígen do coordenadas; c) cuando u>>0, hiperboloides de revolución de una 
hoja alrededor del eje OZ; cuando u<< 0, hiperboloides do revolución de dos 
hojas, ulrededor del mismo eje; ambas familias de curvas están divididas 
por el cono x2-+y2—:22=0 (u=0). 1797. a) 0; b) 0; c) 2; d) e*; 6) no existe 
el límite; f) no existe el limite. Indicación. En cl punto lb) pasar a las 
coordenadas polares. En los puntos e) y f) examinar las variaciones de z 
e y a lo largo de las rectas y=Xx y demostrar, que la expresión dada puede 
tendor a límites diferentes, que deponden del valor del k elegido. 1798. Con- 
tinua. 1799. a) Punto de discontinuidad cuando z=0 e y=0; b) todos los 
puntos do la recta r=y (linea de discontinuidad); c) la línca de disconti- 
nuidad cs la circunferencia 224+1y2=4; d) las líneas de discontinuidad son 
los ejes de coordenadas. 1800. Indicación. Poniendo y=y,=const, 
obtenemos la función , (e , que os continua en todas partes, ya 

1 

que cuando y¡=-*0 el denominador 22+y? X<0, mientras que cuando 


y¡=0 q, (7) = 0. Análogamente, cuando z=x,=cConst, la función pa m- ¿2 
] : 1 
es continua en todas partes. Por el conjunto de las variables z e y, la fun- 
ción z tiene una discontinuidad en el punto (0, 0), ya que no existe ol 
lim z. Efectivamente, pasando a las coordonadas polares (17 =r 608 p, y =r sen q), 
Xx 
>00 

obtenemos z=sen 2p, de donde se aprecia que, si z>-0 e y —>0 de manera 
que p =const (0 < y < 211), z > sen 2. Como estos valores cxtremos de la fun- 
ción z dependen de la dirección do q, z no tiene límite cuando z—=>-0 e y —>0. 


0z Óz 0z 2y Oz 2x 
-— 2 A rr l==+ E a A A A AR a o. A A AAA . 
NC 
dz y dz 1 An 2% _ z E y 
Oz y? Oz xy Oz 4 
B A PA A o e, ———— == ==", 9) 
1509, Oz (24 y39% ”  0y (22-p ya? 1806 Oz Vzii+ y? 
Y  YaW2+y lr4 Y 224 y?) OL ayi! dy 14y 


30—1016 
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sen 


2 yal ey 0z y Xx y 
1808, 57 Y 7 = 21 ln z, 1809. Os cos ON 
A e a V2z el E E Y 20124 
TES z de  ]ylNai—yt) ' dy [y [(t—y0 * 
03 1 cjya 92 _ - z+a du 
18911. —=—zctg — , —_— tg >>. 1812, -— =yz2 (xy)?71, 
a Y Va > Vy da 


Pe a ys iy Det 
qy va (ay) > (xy)? In (xy). 1813. an == yz In z, NÓ In z, 


em ayan, 1814. fx (2, =>, fy(2,1)=0. 1813, fe(1; 2 0)=1, 


ly (1 20) =>» r42309=>. 1820. — 


TI 
(224-9242 
2 
1826. ¿=arctg + (2). 1827, => +yl In zx +sen +. 1828. ) tga=4, 


te Pf=c0, ld 2) tga=c0, tef=4, tgy=Z. 1829. == >» 


1821. r. 


5” ha L Rh E y (a+b). 1830. Indicación, Comprobar, que la fun- 
ción es igual a EN en todo el eje OX y en todo el eje OY y valerse de la 


definición do las dorivadas parciales. Corciorarse de que fa a 0) == fy (0,0) =0 
1831. Afu=4Ar+Ay+24A22+ 247 Ay +AzxlAy; df=4dx24+dy; a) Af—df=8; 
b) Af—-2f=0,082. 1833. de A di+3(y2—2x) dy. 1834. dz =2xy3 dx + 


«L 3222 dy. 1835. dz AF "(y di—zedy). 1836. de ==sen 2x1 de —sen 2y dy. 


1837. di=y?Y1dx +2 (1+y ln 2) ay. 1838. dz= == (1d1+ y dy). 


(4: ay). 1840. dz=0. 1841. de =—É 3 (a—Zaz). 


1839. df= == — 
1842. df (1, 1) =dx—2dy. 1843, du=yz oa dy + xy de. 
184. du= Crd) 1845, a ES 
x[(y+ 7) 2004 (1-7) sedy + (00 + E) in (29 + E) az]. 
1846. de (y da+2 ay Haz). 1847. df (3, 4 5)= 


=>, (5dz2—3dx—4dy). 1848. dl=0,062 em; Al =0,065 cm. 1849. 73 cm? 


(con relación a las dimensiones intoriores). 1850. + cm. Indicación. 


Suponor que la diferencial de su O! del sector es igual a cero y do 
aquí hallar la diforoncial del ra 1851. a) 1,00; b) 4,998; c) 0,273. 


1853. Con oxactitud hasta 4 m (más exactamento 4,25 m). 1854. dea : 
g Y eg 
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e dz _ e (£ 1n ¿—1) 
1855. ST (dy cos a —dx sen a). 1856. era 71637 á 
du Es du (1244) tg t 
1857. E yes e (63%). 1858. Gp=2t Int ig14+ E 
244) ln £ dz 
A 1859. q =0 1860. 7 = (sen o ele x—sen z ln senz). 


AS, A O A O E 0 [ y 
8 aa Tra 180 ¿my | (5)1n242]. 


1863. Sh =22fu(u, v)-+yerufs (u, v); += bis. p) + 2e%Y f, (u, v). 


02 0 sg 0 fií_1)Y¿, yn. 
180. ¿0 ¿yt 1005. 3 (125) 1 (21+5): 


q= (: ++) rr (y +2). 1867. E falz, y 2) p” (2) fu lo, y, 2)+ 


Hp (ze, y, 2) [Po (2, y) + py (z, y)” (2)). 1873. El perímetro crece con una 
velocidad de 2 m/seg., el área aumenta con la velocidad de 70 m?/seg. 


1874. Ed let 1875. 20V 5-2 Y/3 km/hora. 1876. a: 1877. 1. 
ViF84 
178. Y2. a8m — LE, dó00 E op, Sosatoosftcos y 


1882. a) (2; 0); 2) (0; 0) y (13 4); c) (7; 2; 4). 1884. 9—3J. 1885. — (5433). 


1886. 614-34+-2k. 1887. | grad u|=6; cosa, cosp=-2, cosy=L 


8 3" 
3 927 
. =—— . A ¿944 p = 8337". .—= 
1888. cos /10 1889. tg y =8,944; y = 8337 1391 973 
El abey2 . 0% abezy _ 027 abezt 1892 0% _ 
— (62224 a2y2)%/2 * Oz dy Apaga” ETE (d2x2 4 a8y2)*/2* * dat 
_lyoz) 0%. 2 4 893 dz 
ME o NE MEET 
_ TY dz 08  r2i—yg2 du yu 
a O O. 1005 7 O 89 pm jan 
_ a _ 0% Pu: du Su Bu a—1t,B-1 y-1 
e doy dy ds od O a E CY a 
1898, E LS q = —a?y cos (1y) —2z sen (xy). 1899. fxx (0, 0) =m (m-—A1); 


fxy (0, 0) =mn; fyy (0, 0)=n (n—1). 1902. Indicación. Comprobar, uti- 
lizando las as de derivación y la definición de derivada parcial, que 


áxty2 
fx (2, y) == y [+ yaT y +] (cuando 23+y2 1 0), fx(0, 0) ==0 y, por 
consiguiente, fx (0, y)= —y cuando z=0 y para cualquier y. De donde 
fay (0, y)= —1, en particular, fer (0, 0)=-—1. Análogamente, hallamos que 


fxy (0, 0) =1. 
30+ 
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1903. =2fu(u, 0) -+42%fuu (u, 0) + 429fu0 (us 0) +vHho (1 1); 


577 (u, 0) -+4zyfuu (u, 0) +2 (224-y2) fuy (u, 9) +zgfuw(u, v); 


2 u (1, p)+4y2uu (u, PI—+: 4xYyfuo (ue, D) +2 Joy (u, p). 
1904. 4 =lax+2fxa qa +12 (px)3+¡ fi Pax. 

02% 

dae 


1905. = fuu (pa)? + 2fuo Pxbx + dos (02H fu Exe + fo Pax; 


y = Fla 0 Di (6 ER adi fl sE Fat 


93 .10 cer Tar Y , o_o] Pp 
po Fa (2 25d Mo CONE Ay EV 
1914. u(z, y)=q (2) +1 (y). 1915, u(2, y) =2p (y) +p (4). 
1916, d22 =e*8 [(y dz + 1 dy)24- 2dx dy]. 1917. du =2 (z dy d2 5 y dz d2+ z dx dy). 


198. 2e2=4p" (1) (2 d2+y dy? +29" (1) (da2+dy?). 1919. dx 


<rmparonza): (5) [ (emo + 2) ana 


hc El 2 a) 2] 2 = 
+2 (54 10 E ta 41m E ) dz dy+ (tim 2) aya |. 1920. 8% 


= 0 Lun (a, ») dr2+2abfuv (u, 0) de dy+ d2fh0 (u, v) dy2, 1921. d2z= 
= (yeXfo v+ e2U fu +2y0 "fu + y2e2%f0n) delH 2 (ev tu + eto + xe2v Fale EY Xx 
X(1 + xy) fuo + ye?fmu) de dy + (zevju + ae uy + 20% tU fu + 62%) dy?. 
1922, diz =e* (cos y dx? — 3 sen y dx2 dy —3 cos y dx dy2+sen y dy3). 1923, Er 
—yeos z d13—3 sen z d28 dy —3 005 y de dy? + z sen y dy3. 1924. df (1; 2) = 
da (1; 2) =6d12+ 2d2dy+4,5dy2. 1925. d2/(0, 0, 0) = zan ap] id — 


— ádz dy + 8dz dz + 4dy dz. 1926. ry+C. 1927. y — Ey sen z-2C. 


1928. 


a +In (1+y)+€. 1929. tn (124 y?) 4 2 arctg +0. 
z raro , A da 
1930. q + 1931. VE Fy+C. 1932, a=—1, b=-1, 1= Ayo Fl: 
1933. z22yi+ 224 2y +24 y29 0. 1934. 234-22y24-3224 y?—y2—22+C. 
1935. 22yz—3xy2 + 40%y2420+y+32+0. 1936. + ql +40. 


1937. Y x2+y24224C. 1938, A=—1. Indicación. Pr las a 
ciones de diferencial exacta para la expresión Xdx+Ydy. 1939. fx= 


xy 
dy b3x dy ba . d3y 3b8x 
1940. u=| Hojda4C. 19, Si IS ASA: 


a 
1942. La ecuación que dotermina a y, es la ecuación de un par de roctas. 
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dy y* In y 4 , By y (5), _ 
1943. da Ty TT" 1944. — Q SÁ A qz2 =a—=y 1945. de == J. 
, d*y dy _z+ay, diy_(a2+1) a y2) 
— 4 dd == == 26. Y A 
6 e (5%), 8.68 1006 1 (=p 
1947 y __ y. dy ?2y 1048. yz. 92 6y2— 3x1 —2 
da a dad 0 a ay—ai' y 3 (xy — 2%) 
Óz  zsenz—cosy , dz _zseny-—cosz E 9 _ , 07 _A 
104s: gr cosr—ysenz * dy cosz—ysenz' 1900. de dy 2 ' 
1051. %__%2, 0% __y, 0% ebay), 0% eay 
aa a” dy  bhZ' óx2— ab2z3  * 8xóy  adbiz3 : 
Px y 
dz ct(ad—22) on dz _ | px e a ii 
dy — 2 paz” 1933. pa MI 1954, dz = p di — > dy, dez == 
y2—a2 S 4 
Le 22 2% de dat dy. 1955. dz=0; diz= A 
1956. di=3 ¿ (dx + dy); d%2 ==> —: a" y (¿124 2dx dy + dy?). 1961. Lc) 
ds 1. A y (2—x) HEN o ts za 
AT A: 1962. dy= OE ya Cy a AE 
E AA — on? —0" 121 dz? 04 du ,, du 
2q53 (y — 2)? [(z y) —+ (y 2) +(2 x) ] dz * 1963. Oz Oy , 9x2 
du du , Ób dy _ 9: 02y 0%y 
= 5 0 En TN == O, > 1; 9 daa 2; rm Óy = a 1964. du = 
y v 
_——_> o pS E, d2 =  — = 
e rd du ra di— 70 u == —(u = a+ AFA wY— 
Zu p, de —qp; dy — Py, do +. dy 
— dy?. 1965. de = —_—_—_——; dv = - Po 
IF Pa Y, Pa o, 
Pa Y, Y. Y 
0% esony 02 ccosy Óz dz 4 
1966. a) o You * b ot u), dy 2 (v—u), 


1 ¿ 
Cc) di= Ez [429 (v0 +u) de + e? (v—u) dy]. 1967. <= Pp (r, p) cos p— 


—=Fgir, p==, 5 =Fi (r. p) sen 9+Fg (r, p) —— 009. 19683, 27 
_ e d2y e 
OMA —7 sen q ctg y. 1969. 22 14 + y =0. 1970. Ol == 0, 
971 2 ld pp E 
1971. ay E NE E - : hb) ya —0- 1972. tg H= 7 + 193.  —K= 
der 
Mia (de El TA 
dz 5 0% 
ri 20 
du 1 e ll 02z i 02 E. 0% 
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1980 => 1981. a) 22—4y—2—5=0; 2214 12 p) 324-4y 
—6:=0; LG: c) zcoso-+ysen a—R=0, q 
y—Rsena  z—R a2 ¿2 
= ——_—_——= A ——, 1982, ===, A —————— 
sena 0 =* yvaTeara: Vina 


€ 
e ViATRTA' 1983. 2r+44y7-1223—169=0. 1985. x+4y+62= + 21. 
1986. z+y+3=>+ Y a?+52+0?, 1987. En los puntos (1; + £; 0) los planos 
tangentes son paralelos al plano XOZ y en los puntos (0; 0; 0) y (2; 0; 0) 
al plano YOZ. La superficie careco de puntos en los cuales el plano tan- 
T 


gente sea paralelo al XOY, 1991, $ - 1994, La proyección sobre el 
2=0, z : 
plano XOY: ea EN A E La proyección sobro ceci plano YOZ: 


[ z=0, 
3y3 _ 
ps 22—1=0. 


Indicación. La linea de contacto de la superficie con el cilindro, que 
proyecta esta superficie sobre algún plano, reprosonta de por sí el lugar 
geométrico de los puatos, en los que el plano tangente a la superficie dada 
es perpendicular al plano do proyección. 1996, f(=+%h, y +k)=ux34 2bxy + 
+ cy2 42 (a+ by) h+2(b34cy) k+ah2+2bhk ek? 1997, f(2, y) =1—(z+ 
23242 (242) (y—1) +3 (y —1)2. 1998. Af(x%, y) =2H+k+h242hk+h?k. 
1999. f(x, y, 3) =(2—1)9+(y —1)2+ (2 —1)24-2 (2 —1) (y —1) — (y —1) (3 —1). 
2000. f(2+R, y+k, 2+l=f(2 y, £) +2 14 (2=y—)+k (1—2—2) + 
+l(—e—ylHj (hs hs 2). 2004. yaya EE 2002, 1 


2 
E 2003, 1+(y—1)+(2—1)(y—1). 2004. 1+((2—1)+ 
+17 + EZ G ED, le—0-H 0 pos, 


La proyección sobre el plano XOZ: | 


ita 


a) arctg Tp <= 


+20)" +(4+p 4 
app apo 1) MEDAL mo +) 
+25 1(3m*—4m) at—3mnaf -+(3n2—4n) B?]. 2006, a) 1,0081; c) 0,992. Indi- 


cación. Utilizar la fórmula de Taylor para las funciones: a) f(z, y)= 
= Vz Y y on un ontorno del punto (14; 1); b) f (-, p)==y* on un ontorno del 
punto (2; 1). 2007, z=1+2 (r—1)—(y —1)—8 (2-—1)24-10 (1—1) (y —1)— 
—3 (y —1)34+... 2008. Z.n¡n =0 cuando z=1, y=0. 2009. No hay extromos. 
2010. 25; =—1 cuando z=1 e y=0, 2014. z .¿y==108 cuando 2=3 e y=2, 


2012. 2.5) =-—8 cuando q= 2, y=-—"Y2 y cuando x=-—"V20 y="V/2. 


ab 
3y3 


Cuando rz=y=0 no hay extremos. 2013. 2z,4.= en los puntos z= 


3 o d 
e Y — y LL —— y == —_—— 2 4 2máx == 4 cuando T= y => 0 
Y3' VEN V3' V3 ds Ñ 
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2015, 2 ¡n=0 cuando z=y=0; un máximo amplio 2 en los puntos de 


la circunferoncia z2+y2=14. 2016. 25 = V3 cuando z=4, y=-—1. 
2016. 1, 2; =0 cuando x=4, y=2. 2016. 2. 2 p¿y =8e7? cuando z=-—á, 


4 
y =—2; no hay extremo cuando z=0, y=0. 2017. un ¡n= E cuando r= 
1 
=—-, y=-+ y z=1. 2018. Ump)=4 cuendo ==>, y=1, 2=1. 


2019. Esta ccuación determina dos funciones, de las cuales, una tiene 
máximo (2.m54x==8) cuando 2=1, y=—2, y la otra, un mínimo (Zn = —2) 
cuando z=1, y = —2; en los patos de la circunferencia (1—1)24 (y +2) =25 
cada una de estas funciones tiene un extremo en la frontera, z=3. 1ndi- 
cación. Las funciones que se mencionan en la respuesta se determinan 
explícitamente por las igualdades 2 =3 +" "/25—(2—1)3— [y +2) y existen, 
por consiguiente, solamente dentro y en la frontera do la circunferencia 
(1-—1)34 (y + 2)2=25, en cuyos puntos ambas funciones toman el valor 
2=3. liste valor os el menor para la primera función y sel mayor para la 
segunda. 2020. Una de las funciones determinada por la función tieno 
máximo (2. ¿x= —2) cuando x= —1, y =2; la otra tiene mínimo (2 mn = 1) 
cuando z=—1, y=2; ambas funciones tienen extremo en la frontera on 


log puntos de la curva 4x3 —4y2— 12% + 16y—33=0. 2021. mi = Y cuando 


x=y =$ 2022. 2m4x =5 cuando x=1, y=2; z = —5 cuando z=-—1, 


mín 


k 36 18 12 2-+V2 
y = —2. 2023, 2013 cuando t=7g> Y=zg- 2024, Z máx = 3 


2- y2 
2 
2025. Umpn== —9 cuando 2m=-—1, y=2, 2=-—2; Umix==9 cuando z==1, 


y=—2, z=2 2026. um¿g =4 cuando z=x3+4, y=z=0; U rg n == 0 cuando 
rI=y=0, 2z2=>+c 2027. ==2-42.69 cuando z=2, y=4, 2=06. 


cuando 


iT 9n 
ia e co 


cuando 4 ha, po ki. 


Umáx 

4 4 4 YN, 4 T7T._4y, de, 
2028. Umar =4 57 en los puntos (+; Fi: 7) ; (+: > 7) ; (5 ; 
Ss 3) 5 Up =4 en los puntos (2; 2; 1) (2; 1; 2) (1; 2; 2). 2030. a) El valor 


dol máximo absoluto es z=3 cuando z=0, y=1, b) ol valor dol máximo 
absoluto es z=2 cuando z=1, y=0. 2031. a) El valor del máximo absoluto 


3 cuando r= =y 2 ] =y : el valor dol mínimo absoluto 


A > cuando z=-+ V »Yy= E , b) el valor del máximo 


absoluto es z=1 cuando z=-+1, y=0; el valor del mínimo absoluto es 
z=-—i4i cuando z=0, y=>3+41. 2032. El valor del máximo absoluto es 


_-3V3 


z= > cuando x= =3 (máximo interno); el valor del mínimo abso- 
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luto es z=0 cuando z-"y=0 (mínimo de frontera). 2033, 11 valor del 
máximo absoluto es z=43 cuando z=2, y=-—1 (máximo de frontera); el 
valor del mínimo absoluto es z=-—4 cuando x=y=i1 (mínimo interno) 
y cuando «=0, y =—1 (mínimo de frontera). 2034. Cubo. 2035. Y 2V, y 2V, 


7 127. 2036. Triángulo equilátero. 2037. Cubo. 2038. a=y4-y a-y a-y a. 


1 4 pl . 3 3 P 
2039. M (E: Z ] - 2040. Los tados del triángulo son: ZPZÍPYS- 
_ MTL My] Maz MY | mMoYo 4 Mg , TY, z 
AE TT TN nda a bre 2 


a. E. E 
V3" Yi y3” 


y e son los semiejes del elipsoide. 2044. z:==y=25+p 2V, z= 


2043. Las dimensiones del paralelepipedo son 


2045. +3 : a . 2046, El eje mayor cs 2a=6, el ejo menor, 
2=2. Indicación. Ei cuadrado de Ja distuncia del punto (x, y) de la 
olipso a su centro (origon de aa es igual a 224 y2, El problema 
so reduce a buscar el extremo de la función 22+y?*, con la condición de que 


3124-81y + 5y2=39. 2147. El radio de la base del cilindro sy 24 


e 
V5 


la altura, R V 2h donde Ri es ol radio de la esfera. 2048. El canal 


debe unir el punto (5: 7) de la parábola con el punto (5: +3) 
do la recta; su longitud es igual a E. 2049. 7 VETO. 2050. sen f 7 


=2. Indicación. Es evidente, que el punto M, en que el rayo pasa 
2 


a 
cos a” 


de un medio a otro, deborá encontrarse entre A, y B,, siendo AM= 


5m=- , AM =a tg e, B,M=b tg B. La duración del movimionto del rayo 


B 


es igual a IO E EAN 
¡008% ' VACOSH 
a 


y 
de la función f(a, ETS 12 Cos f 


El probloma se reduce a buscar ol minimo 


con la condición de que a tg a + 


14. 4 4 

pa Eo e a 5 ES RE 
+btgB Cs 2051. a ==. 2052. F,:Fa:f3 E, a Ry" Ra 
Hallar el minimo de Ja función f(fj, La, 3) =FiR¡¿F+1R23+JiBg3, con la 
condición de que 7, +22 +13=1. 2053. Un punto aislado (0; 0). 2054. Punto 
de rotroceso de 28 especie (0; 0). 2055. Puato tacnodo (0; 0). 2056. Punto 
aislado (0; 0). 2057. Punto crunodal (0; 0). 2058, Punto de retroceso 
de 18 especie (0; 0). 2059. Punto crunoda!l (0; 0). 2060. Punto crunodal 
(0; 0). 2061. El origen de coordenadas es un punto aislado, si a >b, un 
punto de retroceso de 14 especie, si e=b5 y un punto crunodal, si a< bd. 


Indicación. 
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2062. Si ontre las magnitudes a, b y ce no bay iguales entre sí, la curva 
no tiene puntos singulares. Si a=b< c, A(a, U) es un punto aislado; si 
ac b=c, B(b, 0) cs un punto crunodal; si e=b=c, A(«, 0) cs un punto de 
retroceso de 12 especie. 2063. y==x. 2064, y%=2px. 2065, y=w R. 


2066. 284 y 3908, 2067. y => S. 2068. Par de hipórbolas equiláteras 


conjugadas, cuyas ecuaciones, si los ejes de simetria de las elipsos se toman 


como ejes de coordenada, tienen la forma y=+ ¿> . 2069. a) La curva dis- 
criminante y=0 es el lugar goométrico de los puntos do inflexión y la 
cnvolvente de la familia dada; b) la curva discriminante y=0 es el lugar 
geométrico de los puntos cuspidales y la envolvonte do la familia; c) la 
curva discriminante y=0 es el lugar geométrico de los puntos cuspidales 
pero no es la envolvente; d) Ja curva discriminante se descompone en las 


rectas: z=0 (lugar geométrico de los puntos crunodales) y z=a«a (envolvente). 


.2 2 K—_ 
2070. A 2071. 1 2072. YIF4na, 2073. Y3 (et—4). 2074. 42. 
0 
2075. 5. 2076. zp +2p. 2077. 11 pao - 2079. a) recta; b) parábola; c) elipse; 


dal da das d 
as ? > U ] Y —. p< 
qn 3) av+a . 2081. q (añe) 


d) hipérbola. 2080. E e; 2) a di di 


> Ars, — —gu 2 - == . . 
E 60) + (a 5 e)+(0 7) > 2082. 4t(244). 2083, 2=3co8t; 


3y2 


y=4sent (elipse): v=4Í, w=--31 cuando t==0; v= y t+2 Vas, 
w= Ene t—2 V2j cuando ¿= zi v=—3t, w=—4%4 cuando t=3 : 
2084. 2=2c0s t, y =2sen t, 2=34 (hélice circular); v = —2i sen t4+-24 cos t+ 
+31; v= 13 para cualquier t; w= —24cost—24 sent; w=2 para cual- 
quior t, v=24-7-3k, w= —21 cuando ¿==0; v= —21+3k, w= —2J cuando 


JT > » s 
t =>3 + 2085. <=C0s QU COS 0t; y ==SCn a cos mt; ==sen wí (cirennferencia); v = 
=—t cos a sen v¿—uÍ son a sen 0t+0k cos mt; v=] w |; w= —«w?i cos a cosmt= 
e 2 
—w4 sen a cos m¿—u?k sen ot; w=0w?. 2086. v=V YH + (0 —80*, 


W¿=W4y=0; W,¿=—g, W=8. 2088. Y a2+h%, dondo a=2 es la volo- 


lt 
cidad angular de rotación del tornillo. 2089, V aw? Pui— Zawvy sen wé, 
2090. 2441; =— Y; p= (¿—H). 2091. “== [(cos t —sen t) ¿4 


+Hlson t=p00s 1) J+hKI we 7 l(sont-+008 1) ¿(sen t—cos 1) 3); 
cos (1, 2) a cos (v, 2) =0. 2092, q E ls pla Sk 
i y 21 105 , 


1 


474 Soluciones 


—2+k ZI—acost y-—asent En T—A4 COS t 
ll y 3, a _—— n nte): 
p- v5 NT TITS o nr 7 
_ y—asont  z—bt z—acost gyg—asent z—bt 


— = iinormal); ”.—————— = —_——omsssco — e (normal 
— bcost a (b al); COS t sen í 0 ( 


a son ft 
Várh 


. Joos cosenos directores de Ja normal 


principal). Los cosenos directores de la tangente son: c0s a = — 


b 
COS Y = === 
ya YA 
principal son: cos e, =C08 t; cos e =sen t; cos y¡=0. 2094. 27—z=0 (plano 
normal); y —1=0 qpao osculador); 2+22—5=0 (plano rectificante). 


2095, E ALS 8 (tangonto); =+4y+1422--114=0 (plano normal); 


1 4 


122—6y4+:2—8=0 (plano osculador). 2096. 
t4 $3 ¿2 ¿a 19 


Le Yy—=>3 27 -—- Er ES 
gente), AA (normal principal); —_=-— >= 
8421. 41d —2E8— 
(2 
Z — wen 
2 : . ¿E 1. 1y. : B., 
=—3 (bingrmal); Mi, SN a + M2 (4 —=30 de 


E (normal principal); a 


ar ; 009 Pa = , 009 Yg =0. 2098, a) EU A TY ———57 (tangonte); 


1 
y2 y?2 
x Y2—2=0 (plano normal); b) y E (tangente), z+y+42— 


-- 10=0 (plano normal); ¿2 y 2 V38_ 23 


23 1 —2 V3 
+y—2 Y 33=0 (plano normal). 2099. z+y==0. 2100. r—y—z Y 20. 
2101. a) 4z—y—z—9=0;, b) 9r—6y+22—18=0; c) dxiz—alyiy + 
+ (a2— 52%) z3z =a?b? (a2—b?). 2102. 6r—8y—24+3=0 (plano osculador); 
zi yi zi ri yt 2z—Í 


(tangente); 2 Y 32+ 


=== (Mormal principal); ===+- 7 (binormal). 
2103. br—2z=0 (plano oscalador); 00) (normal principal); ici 
(binormal); va 1. pg HE yd. 2406. 22 +3y+19:27=0. 


VIF5" 
E 6 438. et. E 
2107. a) V2; 5) LAA 2108. a) K=" y ¡T= 5 D) ==> 
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y+a). MA a 
| hs 13 pa 18 
Wr=0, Wy=2 cuando ¿=0; K=-> 7 1z* ETA Un =2 íz 


cuando t—=1. 


Capitulo VII 


2 25 xr 9 
4 E 2115. . .—. 217. 
2113, 4. 2114 3 2145. + 2116. q. 2117. 50,4. 2118, 52. 2449. 2,4 
2120. $ 2121. 1; r=2—y; y=—6; y=2. 2122. pd y=x+9; 
21; 2=3, 2423, y=x; y=10—x; y=0; y=4. 212. =7; y=2x%; 2=1; 
2=3. 2125, y=0; y= Y Suma? 21=0; 2=3, 2126. y=x3% y=x+42, 2=—1; 


1 2 2 1 £ 1 
2=2. 2127, y | fz, y dr= | dz | f(x, y) dy. 2128. | ay ya y d:= 
0 
2—y 


1 x 1 1 
= | dx ' f(x, y) dy. 2129. | d Fiz, y) dr | del f(x, y) dy + 
0 0 


2=x 2 243 
+ dex | f(x, y) dy. 2130. | de | (x=, y) dy= | dy 


e YE 
y 


f (2, y) dx + 


Ale ELA 


2 
) 
Bo 2 7 2 
+1 ay Y f(z, y) d+) dy l f(x, y) dz. 2131. 
í => 
e 
l 


Y 16, y) dx + 
y=3 
p) 
2 V 2-y2 0 231 1 Vl2=xA 
+ | dy l f(x, y) dz | dz p j(z, a+! dx ' f(x, y) dy. 
— Y 2=y? 1 =x a 


l 2 2 E —1 Viaxi 
de | Ha, y dy= | dy | J (a, y) dz. 2483, y de f la, y dy + 
1 2x1 -V7 2 Yheoxa 
2 


1.  —Vioxa í Vi=x1 ») V 4x1 
¿laz A riendw+laz | tonales | 1n- 
1 Vx 1 y1=x3 lo -Vix 

1 V4—y2 lo -Yi=y 3 Vi=y2 
=fa Ñ riemna+day A (2, as+) dy Y Ma nds 


=2  -Yyi=yi. — V5-yl =1. vip 


wd 

a 

ps] 

y 
ln 
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2 Vi-y3 —2 VI-xi 


+Nay | ves 2134. Yaz Ñam a+ 
1 - Vi 3. VA 
2 Vi+al 3 D—x2 
+Naz € 1enar+jas Y nda 
=2. YI 2  —VY9=x1 
1 - Vy—1 —1 VI=y3 
== | dy | f(z, y)dx + | dy | f(x, y) dx+ 
-YS —VOf -VYV5 Yp2i-1 
1 VI—y2 VS —VFyi1 v5 Y Sy 
+4 dy Ñ fvdz+ | dy f fe, y) d+ y do ' f(=, y) de. 
1 -VYGTA 1 -y9y il Vai 
1 i—x io dy a V al— ri 
2135. a) | dz f(z, y) dy = yu | f(z, y) dx; b) | dz | f(x, y) dy = 
0 ( =-0 al=x2 
es V ut=y2 1 Vx=x3 
=Ñ dy Hayas o faz $ 10d 
—a em Vai=m Ú —Vx=x2 
14+ V1-4py2 
1/2 2 1 1 1 y 
= | dy ' Hz, y) dz;  d) | del f(x, 1) dy dy f (z, y) dz; 
—1/3 1-vi1imñ to ox “lo —-i 
2 
a y+2a a x 2a a 
e) Yes Ñ teuda | a Vray + | dal 15 91 + 
Ú y ( 0 a 0 
Py y 
3a a 48 v 3 2 2 
+ | dz ' f(x, y)dy. 2136. dy l f(x, y) dz. 2137. j dy l f(x, y) d+ 
22  x-—23 0 Y 0 y 
12 3 
( 
3 1 2 V 12 y2 a Val—y2 
+Yay Y fa 2138 Nay N revarla Ñ fe va. 
2 Y 0 YValZ2ay a 0 
3 2 
a Y3 
1/4 a a 


f(x, y) dx+ | dy f iz, y) dz. 


aV3  a—Val-yl 
2 


2139. | dy 
0 


tIA Ly 


Soluciones 4311 


a a— Y al—y2 a 20 2Y 24 Zu 
2440. Nay Menayla Y fve+ Ñ dy Y fte maz. 
co Y AA E 


0 Vi—x2 1 í—x 


2141, y ' Ha, y) do+ A de | j(z, y) dy. 2142. ja | (a, y) dy+ 
2 


Y2 4 V3  V3-x3 2  VE—=y 

+ Y dark rtemar+ Y ds Ñ 1 yyaw. 2108. Nay ÑO fe ra 
1 Ó v3 Ú 0 y 
2 


1 n—Arcsen y 


2144. as l f(x, y) da. 2145, —. 2146. <> 2147. Za. 148. E. 
0 arcsen y 

Le 4 y 1ón-46. .,2 om 82. 

2149, 6. 2150. $. 2151. In2. 2152. a) 3: 1) 573926. 2158, 2 y, 


3  Vi-—(x—2) 
4 2-8 7/7 5 ' 

2154, y de | zy dy =3 + 2155, 7 a Y 2a. 2156, -7 m8. Indicación 

1 0 

2: y=1(%) 21 R(1—coa t) 

f l y dz dy= | dz | y dy =1 R (1 —cos 1) dt | y dy, donde esta 
(S) 0 0 0 0 
última integral se obtiene do la anterior como resultado del cambio 


2=R(t=sent) M5 HL. 258 Ll. 250 aqÉ, 
5 3 z 


ed E 
E 0309 2 

2160, | dp | rf (r cos q, r sen p) dr + +4 a ye (r COS q, 7 sen ep) dr. 
0 0 


o 


st 
4 
T 2 da 1 
4 cos Y 4 seno 
2161. | do | rf (2) dr. 2162, Ñ dp | rf (r cos p, r sen q) dr. 
0 0 st 0 
“A 
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- a $7 
4  «aVcos2y 4 a Y cos 26 
2164. | dp rf(r cos p, r sen p)dr+ ' de rf (r cos p, r sen q) dr. 
xr $7 
4 a 
X= 
2 Q COS Y 
2165. Va oz 66. 2 as 2168. (22,5) ys 
j Pp r2 sen p rudo. 21 q Hal, 2167. 32. 2168. +3 , 
3 
2169. TE. 2470. (3 16 Y2— LA E. Un. ha, Indicación. El 


9 
E J=abr. Los límites de integración: 0<p<2r, 0<r<i. 
e 


Ea 1—v 
2172. Y do | j (u—u»b, uv) u du. Resolución. Tenemos r=uw(1—v) e y =ub; 


halo 


—_ 
1744 
el jacobiano J]=u. Determinamos los límites de u en función y: u (1 —b)=0 


cuando x=0, de donde u=0 (ya que 1 —v < 0); u —= cuando z=c. Los 


límites de variación de v: como y=azx, uv=qu (1—»), de donde oz 


1 u 
para y=$x hallamos, E 2173. => [ | du (2. — dv + 


1+f 
UY 
2 2=-u Ai : 0 240 mA 
u+v A uv  u-—b 

Ya (E E] [a E A) 

1 u—-2 —1 —P 

í E 
+4 do | (2,35) au]. Indicación. Después del cambio 

Ú 
de variables, las ecuaciones de los lados del cuadrado serán: u=»; u+v=2 


ak ab 


u=—py=2; U=—b. 2174. ab [(F-3) arctg 77 + | . Resolución. 
La ecuación de la curva es ri=73 (Fes Pp sen y) , de donde el 
límite inferior para r es O y el superior, Y E cos 7 s0n2 q. 
Como r debe ser real, 5 cos? o sen2p >0; do donde, para el primer 
ángulo coordonado, tenemos que tg y < <i> A consecuencia de la simetría 


del campo de integración con respecto a los ejes, se puedo calcular < del 


total de la integral, limitándose al primer cuadrante: Uaray 
(5) 
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2 z 
arctg = V += cOsTp— + gen3o 


Fe | dp f abr dr. 2475. a) bs: to | dd 
0 VU _Y4 
2 Vv a  Vat=x3 128 
+4 dy Ñ o NN | da f dy. 2476. a) >; h) (2+4) q2 
4 a E 27 ajo” 
1 5 0 Q—x 
2177. 2178. 2 a2, 2179. x. Indicación. —1<x=<1. 2180. — V. 


10 3 
2181. 3(£44)]. 282. Ey. 2183. Ú mat. 2184. 6. 2185, 10n. 
37 3 á 


Indicación. eN el cambio de variables zr-—2y=u, Iz+-4y=v. 
1 


1 
2186. Lo (B—a). 2187. (Ba) In. 2188. y= | dy ' (1—2) dr= 
Y 


1 2 
3 


na? 1 ad 
=V de ((—a)dy. 2193. TE. 2194, 7. 2195, y. 2196. E. 2197, ZE 


E 3 
2198 48 Y6 . 2199, A 2200. Ein 2201. EL 2202. xa3 (a —- B). 


4 15 * 3 
= 4 = 3 
2203. mas (2/24). 2204. Fnac (Y2—4). 2205. 2. 2206. 5 Arabe. 
2207. 25 (6 Y/3—5). 2208. Fa%. 2209. ma(t=e="") 2210. a 


2211. aan 2212. Y2( Yi—1). Indicación. Efectuar el cambio 


do variables sy=u, L=v. 2213, 7 VIBFAFAD, 2214. 4(m—n) RI. 


2215. 12 aa Indicación. Integrar en el plano YOZ. 2216. 4a2, 
2217. 8a2 aresen — . 2218, ue (3 Y3—1). 2219. 842. 2220. 312. Indica- 


ción. Pasara las coordenadas polares. 2220. 1. Indicación. Proyectar 
la suporficia sobre el plano de coordenadas XOY. 2220. 2. a? Y/2. 2221. 9= 
3 
2 RA? y2 : 
== na | (1+37) 1 ]. Indicación. Pasar a las coordenadas 


polares. 2222. 16 y 8a2. Indicación Pasar a las coordenadas polares. 


9 
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e 
Z 2 2 
2223. — Sutarctg y2 j Indicación. o=Y dz —_ A 
5 : Yal— 2 y2 
0 0 
dd 
2 
= 81 | arcsen —— dz. Integrar por partes y después hacer la susti- 
d 2 Y at. z2 


ay 3 


tución =-— 
2 


sen £; el resultado debe transformarse. 2224, z (+ vara 


2H 02 

—a Y ai? 0? 1n A EVAre) . Indicación. Pasar a las coordena- 
a+ Y a2+e2 

210R? a3b asp? 


3 - 220. 7 5 37 


121% T 


das polares. 2225. 


2a sen a 


; Y=0. 2230. 3=<; [=0. 2281. 1 gm4. 
2232 =2 (D%-—d4); b == (p1-—d4). 22: as 2934 S qa 
. 2) To=z3(D*—d%); b) 1x=¿7 (Dt— di). 2233. I == a. qa, 


a, y=0. 2229. L= 


| 82] 


pa 
¿l Y ax 


Indicación. 1=| dz l (y+a)?dy. 2235, 16 In 29. Indica- 


0. Vux 


ción. La distancia desde el punto (x, y) a la recta z=y cs igual 


a d= 73 » y se halla valiéndose de la ecuación normal de la recta. 


2236. ] =p hos [7 Y24+3 In (Y 2+1)], donde k es el coeficiente de propor- 


clonalidad. Indicación. Situando el origen de coordenadas en el vértice, 
a partir del cual, la distancia 03 proporcional a la densidad dc la lámina, 
dirigimos los ojes do coordonadas según los lados dol cuadrado. El momento 
de inercia se determina con respecto al cjo OX. Pasando a las coordenadas 


T 

%  aseco a COSec — 
polares, lenemos: fy= ' dq ) kr (r sen mp)? r2dr+4 ' dp | kr (r sen p)?r dr. 
0 


4 
35 rat 35 E 
TT A 4. JO. == >. » TT í, ] s 
2237. Jo TO 2238. lo 3 2239 7 Me Indicación 
Tomar por variables de integración + e y (véase el problema 2156). 


1 R VR3-x2 II 
2240. | de | dy | He, y, 1)dz. 2241. de | dy Hz, y, 2) dz. 
Ú 0 => fra. “0 


ix l=x-—y 
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c 1 dia 
2242. l dx | dy | f(x, y, 2) dz. 2243, p dx | X 
1 1 


A apor 3 3 —?Y 
== —Yai_xt X Ye 
a c al + p2 
V1-x2"y4 
47 


x dy | Ha, y, 2)dz. 2244. 7 (31412 Y2—27 /3). 2245. Ye. 
0 


5242 E A 5 ma? 3 97 
2246. LG. 2247. y. 2248. y In2 ¿> 2249. LE (18y3 +). 


16 6 
59 sab e? 4 na RA? .. 8 
on. IZxRp5 : id 3 + E 
2250. 750 E . 2251. a 2252. 5 rabe. 2253. Za 2254, 1 A3. 22535. 3 a 
8 4 4 E “T > 3 
. EAN rs 5 299 A aa AS 
2256. 30 (= 7)- 2257. ¡gnmi5, 2258. 7. 2259. Gai. 2260. q na 
3443 EN r2 
2a Y 2ax—x? 2a 2 %a cos y ETS 


Resolución. dd dy | sa | rdr Ñ dh= 
» Ú Y 0 


0 0 Q 


LA ze 
2 2a COS Y 34 Ñ 2 (2 y 
e A E iia 
=2 | ap | 2a a | 4 en 
0 0 


1 


€ ) ad a 
300. 2061. AVE ng 
h 3 


LA " 


e a 19 : e 
cación. Pasar a las coordenadas esféricas. 2262. *" Tndicación. 


+ 
Pasar a las coordenadas cilíndricas. 2263. GF Ga—4). 2264. jrabc. 


Tabe áx - abe 
2264.41. 22, 22642, 23—1)abe. 2265 LL a+b.ic). 


2266. 5 (B08— 2302). 2267. z-=0; y=0; I=$0. Indicación. Introdu- 


FeR Z Z 2 

cir las coordenadas esféricas. 2268. zx > y =0, 2=0. 2269. 7 (3a2 4. 42). 
Indicación. El eje del cilindro se toma como eje OZ, el plano de la 
base del cilindro como plano XOY. El momento de inercia se calcula con 
respecto al eje OX. Después de pasar a las coordenadas cilíndricas, el 
cuadrado de la distancia del elemento rdpdrdz al eje OX es igual 
a r2sen? p+ 22. 2270. a (2424 3a?). Indicación. La base del cono 


se toma como plano XOY; el eje del cono, como cojo OZ. El momento de 
inercia se calcula con respecto al ejo OX. Pasando a las coordenadas cilín- 
dricas, para los puntos de la superficie del cono tenemos; => (M2), y ol 


cuadrado de la distancia del elemento rdodrdz al ojo OX será igual 
a r2sen9p+4 22, 2271. 2nkph (1 —cos a), donde k es el cocficiento de propor- 
cionalidad y p, la densidad. Resolución. El vértico del cono se toma 
como origen de coordenadas y su eje, como cje OZ. Si se introducen las 


31—1016 
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coordenadas estéricas, la ecuación de la superficie lateral del cono será 
_" A causa de la 


y=F-a, y la ecuación del plano de la base, == 
simetría se tiene, que la tensión resultante está dirigida por el oje OZ. 
La masa del elemonto de volumen dm =pr? cos Y dp dp dr, donde, p, es la 
densidad. La componente, por el eje OZ, do la atracción que ojerce este 
elomento sobre la unidad de masa situada en el punto 0 os igual 


k “e : 
mii sen Y =kp sen y cos Pdypdpdr. La atracción resultante es ¡igual 


a 
> 
EL 
21 a h cosec y 
a | dy l dy ' kp sen y cos p dr. 2272. Resolución. introducimos 
y A 
0 0 0 


las coordenadas Cilíndricas (p, qp, z) con el origen en el centro de la esfera 
y de forma quo el eje OZ pase por el punto material, cuya masa se supouno 
igual a m. La distancia desde oste punto hasta el centro de la esfera, la 
designamos con la letra E. Sea r= Y p2+(E—z2)2 la distancia entre el ele- 
mento de volumen dv y la masa m. La fuerza de atracción del volumen 
elomental dv de la esfera y del punto material m, está dirigida a lo largo 


E : dv A 
de r y dbuméricamente es igual a —hym 5 , donde EN es la den- 
sídad de la esfera y dv = p dq dp dz el volumen elemental. La proyección de esta 
? k e a 

fuerza sobro el cje OZ será: dF= — my cos (17) = —kmy p dp do dz. 
24 R V Ri—22 ] , 

De donde F= —kmy | dy | (E—2) dz ' Po kmy MR gg. pero, con 
0  —R 0 

00 


E yneS  M ; tendremos pa . 273,  — | y2e gy 


x 
1 
p—a 


ds AO p oi p | 
2275. a) e 2>0); b) cuando p _>a; €) pp 3>0); d) App (p >0). 


[> «] 
| ) : mE o 

2276. + 2277. rá Indicación. Derivar dos voces | e“pl == 
0 


2278. In B 


=* 2279. arctg B arctg — . 2280. — In (140). 2281. 1 (Y T=a3-1)- 


mo 2 
2282. arcctg q 2183. 1. 2284, >> 2285. Z. 2286, Í5 : Indicación. 


Vi 3 
Pasar a las coordenadas polares. 2287. Ja . 2288. 7 2289. Converge. 


Resolución. Excluimos de S el origen de coordenadas junto con su 

entorno de amplitud e, es decir, examinamos f¿= ' ' In Y 224 y2 de dy, 
(8, 

donde cl recinto que so excluye es un círculo de radio e con centro on el 
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origen de coordenadas. Pasando a las coordenadas polares, tenemos 


23 1 
104 eds el 1 
e 2 l rde | d9=2 (F-—F in 2-3): 
e 


1 25 á 
Ly l dy Ñ r ln r dr = ( [ G1n> 
» ») 
0 O Ú 
De donde, lim la=—=3. 2290. Converge cuando 2 >. 2291. Convorgc. 
e 


Indicación. decis la recta y =z con una faja estrecha y suponemos 
X= B 1 1 


yA E) E nz Mi VE—yy O im Y a 2292. Con- 


3 2 
yerge cuando do 2293. O. 2204. VES 2295. A - 
3 
256 


2 = 5 71/ 5 E 
2296. F 0%, 2297. <= [1 + 4x2) —4]. 2298. A 2299, ar y2. 
SS 02-52 
2900. 7 (56 "Y7—1). 2301. Y 0945 arctg 2, . 2302. 21ca3. 2303. 2 = 5 10 Y 10—1). 
ab a 27 
Indicación. | f(x, y) ds geométricamente se puede interpretar como 


el área de la sapertició cilíndrica que tiene la generatriz paralela al ejo 0Z, 
cuya base es el contorno de integración y las alturas iguales a los valores 


de la función subintogral. Por esto, Su= Y zds, donde C es el arco OA de 


la parábola y= 2% que une los puntos (0; 0) y (4; 6). 2304. aV3. 


2305. (+7 > Vesen LA. 2306. VIA (a Va34 4nb2 + 
Y CAT 
az, 214 Y a+ ¿122 -_. 4 4 
+ a EA 2307. ( + 


—8, e 


3 3 2308. 2514? Y 42+ 52, 


2300, —MTB_ 2310. 401% 2311. —2ma?. 2312. a) ]; b)O0j 0: 
(273233 30” 3 9 
d) —4; €) 4. 2313. En todos los casos 4. 2314. —2x. Indicación. 


ad á é ; É 4 
Utiliceso las ecuaciones paramétricas do la circunferencia. 2315. q ab. 


2316. —2s0n2. 2317, 0. 2348. a) 8; b) 12; c) 2; d) >: e) In(r+y): 
xa 


o feta] y (y) dy. 2319. a) 62; L) 1; c) + Im 2; d) 1+y2. 


2500. VITA ex 4 + b2, 2322. a) 22-+3xy —2y24+-C; b) 3 —22y + 2xy3— y3+C; 
Cc) ev (py) +C; d) In[24+y/4+C. 2323. —21a (a4-b). 2324, —1R2costa, 
31* 
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2325. (+2 y2 ) R3. 2326. a) —2; b) abe—1; e) 5 Y 2; d) 0. 2327. J= 


16 
4 
= | | y2dz dy. 2328. . 2329. q. 2330. — 2331. 0. 2332. a) 0; 


(S 
hb) 21. Indicación. En el caso b), la fórmula do Green se emplea en 
el recinto comprendido ontre el contorno C y un circulo de radio suficien- 
temente pequeño con centro en el origen do coordenadas. 2333, Reso- 
lución. Si se supone que la dirección de la tangente coincide con la 
dirección del recorrido positivo dol contorno, tendremos que cos(X, n)= 


dy aa rd y 

=C09 (Y, 1==3 , por consiguiente, $ cos (X, n) ds=$ <> de =$ dy =0. 
Cc C C 

2334. 25, donde S es el área limitada por cl contorno C. 2335. —4. 1ndi.- 


cación. La fórmula de Green no se puede emplear. 2336. xab. 2337. nat, 


2338. 6r1a2. 209. a Indicación, Poner y =tx, donde : es un pará- 


2 
2 
metro. 2340. +5 2341. n(R +r) (R+2r); 61 R? cuando R=r, Indicación. 
La ecuación de la epicicloide tienc la forma 2=(R-+r) cos t—r cos ii Gdl £, 


P 


£, donde z es el ángulo de giro del radio del 


y =(R +r) sen ¿—r sen asi 
círculo fijo, trazado en el punto de contacto. 2342. rn (R—r)(R—2r); 


qe cuando n=. ludicación. La ecuación de la hipocicloide se 
obtiene de la ecuación de la epicicloide correspondiente (véase cel problema 


2341) sustituyendo » por —r, 2343. FR. 2344. mg (2, — 29). 2345. E (a2—52), 


donde k es el cocficiente de proporcionalidad. 2346. a) El potencial 


U=-—mgz, el trabajo »ng (2,—z2); b) el potencial U==, él trabajo 


2 
P ; 0) el potencial U=—-(024y2422), el trabajo 


— Yate. 


2 2 2 2 
A (Mr) 2347, 2 nas, 2318. al dE 


, 2349. 0. 2350. nado. 


3 3 
sat 3 25 V5+4 rn Y2 
1. ln 2352. —, 2333. O y NR . 2354, O ht, 2355. O; 
o z 06Vi—DO. 5 ay 


1) — f | (cos a. --cos $ +cos y) dS. 2356, 0. 2357, 4x1. 2358. —1a2. 2359, —a', 


9R_0Q 0P_ 9R 9Q_eP Ñ 
0 == ha? de ay * 2861 0. 2362. 2 y (x+y +1) de dy de. 
) 
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Ap drdy dz e 021 020 02 
2363. 2 UE q RA (Sa En Sr) deslinde 
36, 29] Vara O WV (Gta rar) 
(Y) Y) 
, 22 
2365. 3a%. 2366. E. 2367. E aras, 2368. a. 2371. Esforas; cilindros. 


2372. Conos. 2373. Circunferencias zx2Hy2=c?, z=c2. 2376, grad U (4) = 
=91-—34 —3k, | grad U (4) |= VI99—3 Vit; 22=1Y4; 2=Y=2. 2311. a) z : 


b) 2r; c) + d) f n=. 2378. grad (cr) =c; las superficies de nivel son 
Planos perpendiculares al vector e. 2379. 2 — - ; La! grad U | cuando 
a=b=c. 2380. 22. 2 20 cuando ¿Lr. 2382, E 


E 


2383. div a+ (7). 2385, a) divr=3, rot + =0; b) div (re) =2 , 


E O A O 


2386. div v=0; rotv=20, donde a =k. 2387, 20n”, donde a? es el vector 
unitario lelo al eje de rotación. 2388. di io 2 OTE pt . 
nitarío para al eje rotación. . div gra =-33 mE qa? 


rot grad U—0. 2391, 31.R2H. 2392, y ar 2H (3R94-2873), b) ¿ARE (124243), 

2393. div F=0 en todos los puntos a excepción del origen de coordenadas. 

El flujo es igual a 4am. Indicación. Al calcular el flujo, aplicar el 
r 


—nRO 
teorema de Ostrogradski- Gauss. 239%, 2112h?, 2395, o . 2396, U = Ñ rf(r) dr. 


ro 


2397. =. 2398. a) No tiene; b) U =xyz4-C; c) U= xy + 124 yz 4 C. 2400. Sí. 


Capitulo VÍ, 192 
1 1 n 1 n+2 
2401. AY * 2402. - 2403, ST 2404. iN 2405. RED * 


1 1-3.5...(2n—1) a 
A 


n+1 
2410. MD". 2416. Diverge. 2417. Converge. 2418. Diverge. 2419. Diverge. 
2420. Diverge. 2421. Diverge. 2422. Diverge. 2423. Diverge. 2424. Divergo. 
2425. Converge. 2426. Converge. 2427. Converge. 2428. Converge. 2429. Converge. 
2430. Converge. 2431. Converge. 2432. Converge. 2433. Convergc, 2434. 
Divorgo. 2435. Diverge. 2436. Converge. 2437. >» Diverge. 2438. Converge. 
2439. Converge. 2440. Converge. 2441. Diverge. 2442, Converge. 2443. Con- 
verge. 2444. Converge. 2445. Converge. 2446, Converpe. 47, Converge. 
24458. Converge. 2449. Converge. 2450, Diverge. 2451. Convorge, 2452. Diverge. 
2453, Converge. 2454. Diverge. 2455. Diverge. 2456. Converge. 2457, Diverge. 


2406. 
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2458. Converge. 2459. Diverge. 2460. Converge. 2461. Diverge. 2462. Converge. 
2463. Diverge. 2464, Converge. 2465. Converge. 2466. Converge. 2467. Diver- 


gc. 2468. Diverge. Indicación. el >1. 2470. Converge condicio- 


r 
nalmonte. 2471. Converge condicionalmente. 2472, Convorge absoluta- 
mente. 2473. Diverge. 2474. Conve condicionalmente. 2475. Converge 
absolutamente. 2476. Converge condicionalmente. 2477, Converge abso- 
lutamente. 2478. Converge absolutamente. 2479, Diverge. 2480. Converge 
absolutamente. 2481. Converge condicionalmente. 2482. Converge absoluta- 
monto. 2484. a) Divorge; b) converge absolutamente; Cc) diverge; d) converge 
condicionalmente. Indicación. En los ejemplos a) y d) examinar la serie 


> (ar, +22), y en los b) y c) investigar separadamente las series y Lok-1 
kuri hai 


y Y) azr. 2485. Diverge, 2486. Converge absolutamente. 2487. Converge 
k=1 


absolutamente. 2488. Converge condicionalmente. 2489, Diverge. 2490. Converge 
absolutamente. 2491. Converge absolutamente. 2492, Converge absolutamente. 


oo 00 
ca 4 YN 
2493, Sí 2404. No. 2405, Sy LEE; converge. 2496. D) app" 


converge. 2497. Diverge. 2499. Converge. 2500. Converge. 2501. [R¿|< E , 


1 A ln 4 . 
1H 1<zg: R,¿<o0, HR >0. 2502. RAJA EFD A , Indicación. 


El resto de la serie se puede acotar valiéndose de la suma de la progresión geomé- 
trica, que excede a dicho resto: R¿ =p rn+ (+) +53+ 3 |< 
Pa EC ESA E A 

AS n< > Resolución. Rn=7, E 


1 


Rio < 3-1078, 2504, +3) 
1 1 a 
tata -pa)A 


Sd 


1 
th + qa o rra ii 
2505. Para la serie dada es fácil hallar el valor exacto del resto: 


0 Y 


Resolución. Rp=(n+1) ("+02 E da 


+... Multiplica- 
432 
mos por (7 ] : 


E 


¿mao (40 


+n4+a(q)+.. 


2 
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Restando, obtenemos: 
(AA 


4 y 2n (5)" 16 1 12n 
a A 
16 


l 


Ne aquí encontramos el valor de Ra que se da más arriba. Poniendo r=0, 


hallamos la suma de la serie s=(;5) - 2506. 99; 999. 2507. 2; 3; 5, 


A ás 4 í 
2508. S=41. Indicación. Al 2509, S=1 cuando z >0, 


S=—i cuando z< 0; S=0 cuando x=0. 2510. Cuando z">1 es absoluta- 
mente convergente, cuando z< 1 es divergente. 2511, Cuando x >1 es 
absolutamente convergente, cuando 0<zr<lÍ conos no absolutamente, 
cuando z.< 0 es divergente, 2512, Cuando z>>e es absolutamente conver- 

ente, cuando 1<zx=<e converge no absolutamente, cuando r<i1 es 

ivergente. 2513. —oo<x<oo. 2514. —oo<r<oo, 2515. Es absoluta- 
mente convergente cuando z_>>0; es divergente cuando r<0, Resolu- 


ción. 4) pa , Y cuando r>>0 la serie cuyo término general es 


>1 cuando zZ<0, y cosnz no tiende a cero 


qm 5 convergente; 2) == 


cuando rn —-00, A que si cosrnz—>0 se deduciría que cos 2nx —>-—1; de 
esta forma, cuando z<Ó0 no se cumple ol criterio necesario de convergencia. 
2516. Es absolutamente convergente cuando 2in<z<(2k441)x (E 0, +, 
+2, ...); en los demás puntos es divergente. 2517. Es divergente en todas 
partes. 2518. Es absolutamente convergente cuando z=*+0. 2519. zx >!1, 


z<—i. 2520. >3, 2<1. 2521. z>1, 1 <—1. 2522. > 57, 2<az. 


2323. :>1, r<—1,. 2524, <<, 73<=<1. indicación. 
00 

Para estos valores de x= converge, tanto la serie paa como la serje 
h=1 

o 1 . dl poda 

eS TS Cuando |z=|:>1 y cuando |z|<-— el término general de la 


A 
k=1 
serie no tiende a cero. 2525, —1<x<0, 0<zx<i1. 2526. —1<x<i. 
1 


2627. —2<1<2 228. —1<r<t. 252. ev <<: 


2530. —1<z1<1. 2931, —1<x<4. 2532. —i<r<1. 2333. —o<xr<oo. 
2534. 2=0. 2535. —o<z<oo. 2536. —4<x<4. 2587. art. 
2538, —2<X 12. 2539. —ec<ziz<e. 2540. -3<1<X3. 254. —1<zx<i. 
2542. —i<z<td. Resolución. La pl o do la serie cuando 
¡zl>1 cs evidente (es interesante señalar, que la divergencia de la Serie 
eu los oxtremos del intervalo de convergencia Y=+41 se puede com- 
probar, no solo valiéndose del criterio necesario do convergencia, sino 
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también con ayuda del criterio de D'Alembert). Cuando |z|< 1 tenemos: 
(a+ Dl ar+1) n+1 


sa = lim |[n4-)2%7" |< lim (44) |2/"= lim EE =0 
n=-=>00 n— no 


E 


lim 
N-+b0 nz 


(la última igualdad se puede obtener fácilmente aplicando la regla de 
L'Hópital). 2043. —1<z<41. Indicación. Valiéndose del criterio de 
D'Alembert no sólo se pucde hallar el intervalo de convergencia, sino 
también investigar la convergencia de la sorio dada en los extremos de 
dicho intervalo. 2544. —1<z<Í1. Indicación. Valiéndose del criterio 
do Cauchy mo sólo se puede hallar el intervalo de convergencia, sino 
también investigar la convergencia de la serio dada em los extremos de 
dicho intervalo. 2545. 2<12<8. 2546. -—2<1<8, 2547. —2<1xXk4. 
2548. 1<12< 3. 2549, —4<T<Z—2. 250. z=-—3 25H. —7<Xr<-—3. 
5 13 


2552. 0<17< 4. 2593. —= r<z 2594, —e-—3XZ 2£%_e—3. 2390. —=2< 


SECO. 256.221 4. 237.103. 2558, —3 22 :¿—1. 2559. 1——< 


e 


<<. +. Indicación. Cuando z=1 + la seric os divergente, 
2 
Ao, 
yá que lim A =— 0 2560. —2< 1<0,. 2361. 1 Land. 
Ti =>» 00 é 
2562. 1<12< 5, 2563, 2<1<4. 2564, |2]|<2 41. 2565. |2¡<2 4. 2566. |2—2:]< 3. 
2567. |z|< Y2. 2568. :=0. 2569. |2|< 00. 2570. [21< 5.2576. —In (12) 


(—isid. 2877. Mmi+z(—1<r<1). 2578. El e) < 4). 


i—x 
2579. arctgz( 21.1) 2580. —L(el<1). 2581. HR qe <t). 
Ao 2 A EIN (Fay 
6 4 2 : O Le z E 4 ( == 
2582. U=2F (1 zZ | a 1). 2583. (¿1? (| x| pe 1). 2584. 2 arcty z 
4, 13 2 a y3 o 
> ln) (|< 1). 2385. E Indicación. Examinar la suma 
: 5 
de la serie po (véase el problema 279), cuando «x= E . 
3 y Vv 3 
> ] pa a ln” e ] sí 
2586. 3. 2587. aro=14 Y) A (—o0< 200). 2888. sen (-+3)= 
nm) 4 
nl 
o 2 3 4 coicab n 
a A z q? z z e gan ] 
li A HS. 
2589 eos (x+ a) =c08 a— y sen a — cd cos a+ a sen ar H cos Ab... 
j Ñ Po 2 HR A! AS 
.. LH som [LUZ] 4. (0<2<00). 2590. sendx= == — 
n 
931 9576 22-128 


ar TS .. 4 (-—4)"71 ent ... (—o< 2x0). 2591. In (2+1x)= 
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E E A A A —4yn-1 == ica- 

=1n 245 7.321 3793 ...+(—1) E ¿(2 122) Indica 

ción. Al investigar el resto, atilíceso el teorema sobre la integración 
2-3 2 

2592. EA Md 
n= 


de la serie de potencias. 


3z—-5 
2593. 2123 
y... Q 
5) 
qy2n 
rr <Á a co). 


— 4)y9-1 9n-1 
(NA E z< 00). 2595, **=14 > 
n=1 


+3 (a — 1)! 
q2nr+l y aer 3N y2Nn 
2596. 3 AO 2< 00). 2597. de ar: PR. 14 
1 (2232 
+2 TS 
00 
y]2n+1 Ea a 
x (—00<2<00). 2600. Y, (—1) gar (—3< 73). 2001. 3 
n==0 
13 xt 135% 1-35... (2n—4) 22" z 
Xx E EZ ¿a at rd. 
+1 9894 4 1 
n is j 


S (1h) dai mA artes 


+2) 321. gan+1 


we z (» 
z rd n 
(—o00< x< 00). 2599. DN 1) En +1) 
1 


gen+1 A (—1)" 
2602. 25 (1=|< 1). 2603. D, 
n= n=1 


2604. 24 Y 1)" Aa ll 1). 2605. Si e Fr (|< 1) 
n= n==() 

: 1.3 25 ¿(22 —1) g3n+1 

e cr SS 


ne AGA 
4.3 25 SS 1-3-5. .(2n—4) ent 
2807... 13 3 ET FAY EA 2n+1 
y 94N—372N 
Emi (—wo<z<o) 2609. 1+ 


(ri <t. 2608. y (—1y9+1 
n=1 
-1 
moco). 2610. 8+3 S A 
1 


+ y (1 
n= 
2.12 2.93% co +4 X 


x 
2611. 2353117 360.38791 1 58.33.31 al 
2-5:-8... (3n-—4) 1? S ! 
X a +... (20<z<o00), 2612. Ly era 
n=1 


n=2 


(—o0m< xXx < 00). 
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oo 00 
3 wa (143271) gen QU ze 
(—-2<1< 9. 213, CO (I=1<co). 2614, TT 
r= A 


009 
(a I< YD. 2615 In24D) (TIA INÍÁ (<<). 


nt 
E a q2an+1 E 
2616. 2 (1) A ic 
2n+2 y n 
Xx EFD (| <co). 2618. RA —F(l=I<D. 2619. 24 


1-3-5... (2n—1) 
tar taa” +.. + AAA lr < 4). 2620. r+4 


215 zi 235 3. gl 
+5 cas FA A, a E 2622, E 
A gt A 
2623. TEE 2624. AER) 2625. c+ zx L 


+3 23+... 2626. Indicación. Partiendo de las ecuaciones paramétricas 


de la elipso r==a cost, y=b sen t, calcular la longitud de la elipse y la 
expresión obtenida desarróllese en serie de potencias de e. 2628, x3— 212— 
—51—-2= —78 +59 (2-+4 Er A E 2(-0< 27< 00). 2629. f(+h)= 
50942130424 (15: 22—8z )- (152 — 4) h2 4- 5h3 (—0< Co; 
00 


—00 < h< 00). 2630. y (am E ox. 288. Y) (19 


n=l o 
x(r—1)" (0<z< 2). 2632. Y (1+1) (2417 (-2< 2<0). 
n=() 
2633, Y) (2913971) (24.499 (6 2<—2). 2634, Y) (Ay A 
n=0 =$ 


(—2-V3<r<—24V3). 2635. [143 EXT q=1<0. 


n=1 
al 1 (2-43 1-3 (2-4 1-3.5 (2-4) E 
2830. 4 T—q A AE AB HANA 
Se (¿5 
1-3-5...(2n—3) (2—4)" asia 4 2 
a ++ (08), 2637. ao A 
Foam 
ga- 2n— 
00 ad 
e] (=1< 00). 


(Jr i<o). 2638. ++ A —Á 
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4 feat lo 
2639. a pilas) (0<rx<o) Indicación. Hacer Ja 


sustitución 


S=t y desarrollar Inz= em serie de potencias de 1. 


2640, — 


A 
+... nta 2641. IIA <G: 2642. IRIS; 2643. F= 


4 13 4315 
1 ¿ (5) psl7)” Ei DE 
=3 by 3 +37 = 0,523. Indicación. Para demostrar 


que el error no excede de 0,001, hay que acotar el resto de la serie valiéndose 
e la progresión geométrica que excede a este resto. 2644. Dos términos, 


y2 3 
es decir, 1H]. 2645. Dos términos, es decir, —Í. 2646. Ocho tér- 


3 6 
7 

minos, es decir, 1+ D] 7. 2647. 99; 999. 2648. 1,92. 2649. |.R|< 0,0003. 
n=1 


2650. 2,087. 2651. |xj<0,69; |x]<0,39; |zx/<0,22. 2652. |z|<0,39; 
|=|<0,18. 2653. Far" 0,4081. 2654, 0,7468. 2655. 0,608. 2656. 0,621. 


2657. 0,2505. 2658. 0,028. 2659, 1-4) (—41)" E nudo 
n=>1 


| 5 (2 (2+ y) | 
—00< y < 00). 2660. S Y TT (—0XZr< o; 
n=1 
E 24 y2)29-1 An > 
oo. 2 Y a A a o 0 <o 
n=1 
E . ” = LA il—u+y == 
2662. E Iz—y]<41. Indicación. AR 
n 
2 : me Qa zm y" 
==" Aplicar la progresión geométrica. 2663, -> pr 


n=1 


(—i<z<td; —1t<y<1). 1ndicación. 1-—r—y+zy=(1—2) (1 —y). 


en+1 +1 
2664. y) a ARA US —1<1y4<1). Indicación, 


nmml 


arctg E =arctg r+arctg y (cuando [1/|<1.|y!<1). 2665. f(2-+h, y +k)= 
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= 01224 2bzy -|- ey? 4-2 (ax +by) h4-2( (dz + ey) £ q. ahi 2bh q o, 2666. lA 
2+ k)—f$(1, 2) = 9% —21k + 3h3 4- 3hk — 12k? + h2— 243, 


as 
S H(2— 2) +(y +2)" q | Ler(s-2)] 
e 2663. +) (RÁ 
2069. 1+r+ A 2670. + a+ayy 24... 


E 


; ade 2 lia sen (2n241) zx . _ c+Cz, oz 
2671. y Sr 50-38) 54-52. 


n=0 


y b—a 2 (b—a) al cos (2n +1) z y Senax . 
2672, Ln A >] y a+) 3 y —Á— 
n= y= 
S (+ 1)= 2 n. 2673. IS (137 SS S (+ 1)=n2. 
n= 1 


4 


2674. Z sh as [+A pa (a cos RI—Rn Sen nz) |: S (+ n) = Ch a.1. 


n==1 
00 
. 28en as nsenaz . A ; 
2675. > Ar (— 1)” q3pz > Si 4 no es número enter, sen az, si a 
n= 1 


a CO3 nx 


A 2 sen ax 1 E 
es número entoro; S (+ 1)=0. 2676. A | 37+ » (—1) a—mz | > 
Yizar 4 


' 23h ax 
si a no es entero; cos az, si a es entero; S (+1) =c08 an. 2677. X 


S a PSA, 25h en acosnx Y. 
X > (— 4791 S (+ 1)=0. 2678. Ñ [55+ 3 el a da 


aten? * a24n2 
co 00 (o 1) 
a 1 Sen nZ sen (2a—1)7 | FU 

S(+n)=chax. 2679. ) ==. 2680 Y) — io iD 

n=1 n=1 
y A e 0 2 Pl cos(2n=1)z . nt 
ir ds. 2 Y (1) Y TeaM UE 

ne 1 
. e 2 8 a 
2682. a) > ba 3041 AY, donde boh-9= M1 AR 1F » y BR ==> : 


di 
an 2 E 
b) Y (—1y7 1 - O — 2683. a) — — SN (090) x 


n= 1 ne 1 
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RSOAAZ | eF*—4 . 2 a [(—4)y e**.-4] cos nz 2 
A 
n=1 


a+ n2 ” asp? 
ze 1 —cos G- 4 2 “ sen 7 
X y 2 sena; bh) TAL cosnz. 2685. a) pa Xx 
dica n=1 
00 
-, Sen (2n 1). sn 2x1 cos2(2n—4)x 
Xx Y 1P (2n-—1)2  * b) 4 T (2r —4)2 
n=1 n=1 
1 2 
2686. s ba sen az, donde ba=( Ai zo, da (— > A > 
R 
sen (2n —1) 2 : 8 Es — aqm-1 9 S0n AZ , 2h 
0. Y a: 2688. Al ay 289 Ex 


n=1 


x (143 cos ma). 2690. 2 [53 ( me cosnz | E 


n=1 
200 q e 474 _, COS 2Znx 
2691. 1— +2Y (a E. co [+ mn 
=2 n=1 
- 
. E o 2 
2694, Resolución. 14) an | f (2) cos 2nx dz == | f (2) cos 2nz dx+ 
0 ' 


x 

+= ' f (2) cos 21.x dr, Si se hace la sustitución iS en la primera 
E 
2 


integral y =>, ea la segunda, valiéndose de la supuesta identidad 


j (+1) =-1 (F-:) , es fácil observar que 4, =0 fr=0, 1,2, ...). 


7 (2) sen 2nz dz + - ] (2) sen 2nz dx. 


AE 
ora 


x 
2) bn == | f (1) sen 2nz dx = Z 
0 


JE 


La misma sustitución que en el caso 1), teniendo en cuonta la supuesta 
identidad ¡(++ t)=1 ($-:) nos conduce a las igualdades bn =0 


00 00 
4 4 «y cos (2n4-1) nx 2 sen 2n1z 
(m=1, 2, ...). 2695. -——7 D) nr 20%. => ——. 


n= n—1 
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NIZ RITZ 
4 ¿ si a du RE ES 
2697. shI TR IA —Á . 
n=1 


n—1 
co os e naiT 
4 xa sen2(n—1)nx . | 21 HER 
269. 2) 7 2 A 4. 2700: a) E (e —_—; 
n=1 n=1 
5 as LA nz en 
1 41 nz 
) —+ > 2701. a) » bnsen=-, donde bay = 
nue 1 n=1 
81 1 O án., ñ pal pa 
en deidad E 3 ) 
na 
8 x . 1 cos (2n +41) na 
2702. 8) y 2 n= A me 772 TAPA 
n=0 =x() 


2nnz cos q 
2703. 4 23 Sl “ai -— (03 —3— + 53 y ea 


Hyez 1 


Capítulo 1X 


2704. Sí. 2705. No. 2706. Sí. 2707. Sí. 2708. Sí. 2709. a) Sf£. bh) no. 2710. Sí. 
2714. y —zy*=0. 2715, zy' —2y=0. 2716. y—2xy'=0. 2717, zdzx+ydy=0. 


2718. y' y. 2719. 3y2— 22m 2xyy”. 2720. xyy' (1y24+-1)=1. 2721. y == xy” la 


2722. 2<y"+y'"=0. 2723. y”=y'—2y=0. 2724. dre 2725, y”—2y' + 
+y=0. 2726. y"=0, 2727. y""=0. 2728. (1+y'2) y" —3y'y"2=0. 2729. y2— 


—a2—25. 2730. y =2e2%, 2731. y =-—cos zx. 2732. y = 5 (— Se + 9er—4e2%). 


2738. 2,593 (ul valor exacto y =e). 2739. 4,780 (el valor exacto y =3 (e—1)). 
2740. 0,946 (el valor exacto y=1) 2741. 1,826 (el valor exacto y="V3). 


2742. ctg?y=tg2xpC. 2743. =— Lo; y=0. 2744. 284+y2=1InCz3, 


VIFy 


2746. tgy=C(i—e)?; 2=0, 2747. y=Csen z. 


2765, y=a-rL 


— pS 2 o 
2748. 2e * = Ye (1-+e*) 2749. 14 y2=-—33- 2750. y=1. 2751. arctg (2+y)= 
24€, 2752. 81 +2y +1=2 tg (424-C). 2753. 14-24 +3 1n | 224+3y—7]=C. 


2754. 5x4 10y+C=3 10 ]102—5y +6]. 2755. 7 o y?=2Cx-+€?, 
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2756. Inp= — In] cos p]4+-C o In] 2|—-L5 =C. 2757. La recta y=Cz 


> e 
2 003? p 
o la bipérbola y=h. Indicación. El segmento de tangente es igual 


x 
2 —. 2760. y?=2pz. 
a Y u+(2,) . 2758. y212=C. 2759. y=Ce * 


3 
2761. y=0z*. Indicución. Por la condición ——— ==] z. Derivando 


dos veces respecto a =, obtenemos la ecuación diferencial. 2762, pad A 


3 
2 Vá 
2763. y= Y ¿—x1+-2 In EA . 2764. Haz de roctas y = kx. 2765. Fami- 


lia do eclipses semejantes 2224 y2=C3. 2766, Familia de hipérbolas 12— y2=C. 


2167. Familia de circunferencias 12+(y—b)?=0b%, 2768, y==n2. 


C E 
2769. y=——F.2770.2=Ce Y. 2171, (¿—CP—y2=Ck (2—2P—y2= 4; 


F 
y=xz. 2772. y — + In |y|=0 2773, y=7 222; 2=0, 2774. (22 


+y3 (24 y)2=C. 2715. y=x V 1-2. 2176. (14 y—1)? =C (2—y+3) 


2177, —3x+y+2l0|r4y-1|=C. 2778, Inf[(4x4+8y+5|+4+8y4-—4x=C. 
2/79. 22=1—2y. 2780. Paraboloido de rovolución. Resolución. Gracias 
a su simetría, el espejo que se busca es una suporficie de revolución, El 
origen de coordenadas se sitúa en el foco luminoso; el ejo OX es la direc- 
ción del haz de rayos. Si la tangente a cualquier puntó M (z, y) de la curva 
de la sección hecha por el plano XOY en la superficie quo se busca, forma 
cur el eje OX un ángulo q, mientras que el segmento que uno el origen de 
coordenadas con este punto M (x, y) forma un ángulo a con el mismo eje, 
tendremos que tg a=tg q. E. Pero, tga=+ y tg p+ y”. La 0cua- 


clón diferoncial que se busca es y—yy'*=2zy' y su solución y?2=2Cx-+C?, 

La sección plana es una parábola. La suporficie buscada, un paraboloide 

de revolución. 2781. (1—y)2— Cy 0. 2782. zi =C (2y 4 C). 2783. (2y2— 22% = 
Xx 


=Czx2, Indicación. Partir de que el área es igual a | y dz. 2184. y= 
a 


=Cz—2lm]el. 2785. y=Co4ol. 2786, yo 244. 2987. 2 VIF 4 


+c0sy=C. Indicación. La ecuación es lineal con respecto a z y "7 , 
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pa .— ad 
2788. ¿Cp A 


itz z ! 
—)- arcsen 7) ) A" 2791. y ez” 2702. y (12+Cx)=14. 2703. y2l= 
=f la. 2794, e A: AO . 2795. y8 (34Ce208%) = £. 2797. ay=Cy? +2. 


y + Cy? 
2798, y2+z+ay=0. 2790. z=ylnL. 2800. L 4 1.2801, 224 y2-Cy+ 


2 3 4 
+a2=0. 2802. GF +ay+y2=C, 2803. GF Haya C, 2804. E 


3 
Ol cla El 2808. 24 y2—-2 arctg =C. 2806. 12—y2=C€y, 


ya 
2807. e 2808. Inj»] ==. 2809. +0 2810. = In 


+3 y2==C. 2811. (2 son y-|- y cos y — sen y) er =C, 2812, (1202 +1—2Cy) (12+ 


—+-€2—2€y)=0; la integral singular es 22—y2=0. 2813. La integral gene- 
ral es (y4+C)3=a%; E singular no hay. 2814. La integral general 


2 
es (F— +C€ ) ( ¿E + c)= O; integral singular no hay. 2815. La 
integral general es coa 2Cx; la integral singular, z2—y2=0, 


z =Ssen p+ln p, 
y =psen p+cosp+p+C. 


4 V3 
2816. Y ==37 005 x + y sen z. 2817. ( 


o ( 2 
Z =2 —— bl, 


Uy=p?+21n p. 
La solución singular es y=0. 2820. 4y=x%4+p?, ln |p—z|=C+ 


poz 
2821. ln od z=!lIn y E - La solución singular esy=e*. 
E y = + VER 
2824. La Pepe, E 
y=C(1+p)eP—p242, ==> (Cp —P), 
2825. 


o 
Y = 7 (2Cp * + p2). 
Indicación. La ecuación diferencial, de la que se determina z como 


función de p, es homogénea. 2826, y=Cx+C3% y= -- . 2827. y =Cx4C; 


solución cal no tiene. 2828. y=Cr+ Y 14+C?% x34+y2=1. 2829, ye 
=Cr+ e; y2=4x, 2830, xy=C. 2831. lina circunferencia y la familia 
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1 

de tangentes a ella. 2832. La astroide 22/34 y2/3.a2/%, 2833. a) Homogénea:; 
y=xu; b) lineal con respecto a rx; z=uv; €) lineal con respecto a y; y =uv; 
d) ecuación de Bernoulli; y=uv; e) con variables separeblos; f) ecuación 
de Clairaut; reducirla a la forma y==zy” + Vy"3; g) ecuación de Lagrange; 
derivarla con respecto a zx; h) ecuación de Bernoulli; y =uv; i) reducible 
a una ecuación con variables separables; u==x-+ y; j) ecuación de Lagrange; 
derivarla con respecto a xr; k) ecuación de Bernoulli con relación a zx; =ub; 
1) ecuación en diferenciales exactas; m) lineal; y==uwv; n) ecuación de 


Bernoulli; y =uv, 2834. a) son— = —lIn]|z]|4C; b) qye 2835, 134 


+yt=Cy2. 2836. y=— > 2897. 2y (C—<In22)=1. 2888. y=Cz+ 


+-C InC; la solución singular es y = —e 041). 2839. y =Cx + Y —aC: la solu- 


Y Ear OA A ox 
GF =€, 2841. st —eY — 
1 


ción singular es p==2 > 2840. 3y + In 
4 a 

=arctg y — 37 1n (1+y23=C., 2842, y =2 (14 Ce”). 2843, x= y2 (C—e-Y). 

2844.  y=Ce" "Ut isenz—1. 2845 y=ar+C Yi. 2846 y= 


=p e+In || +0€). 2847. x=Ce**” “—2a (1 4-sen y). 2848. + 314 y+ 


a yt _ 2 
+1n [(2—3)0 | y —1 [9] =C. 2849. 2 arctg == In Czx. 2850. CE SES 
2 á 
+Ce Y. 2851, xB=Ce1 —y—2. 2852. Y L+imj=l=c. 2853, — yu 
=Zarcscn (Cx). 2854. y. CE sen ce cosz. 2855: zy=C (y—1). 


2856. 2=C0U=> (sen y +cos y). 2857. py=C(p—1). 2858. 21 = Ce1Y — y3 — 


po A 2859. (2y +C)(22y +C)=0. 2860. “VaTF P—=C. 


C 2 E 
2861. zxev—y2=C. 2862. E EE tn P+ VIE». 
y=2p34 Y 1+ p?. 
2863. y—=xk", 2804. 2e%—yt=Cy! 2865. InJy+2]+2arctg- 293 =C. 
y ; 


2806. y24Ce ? + —2=0, 2867. 28.y=Ce". 2868, 2 += =C. 2869, y= 


_  C—zi in a21n (14 Vaita?)4 0 
4 (221) /3 . 2870. y =C sen z a. 2871. y == + Y 224 1 . 


2872. (y—Cz) (y2—22+C)=0, 2873, y=Ca+ Ly, y=3 VER. 2. 84 
+ 21y —y22—y=C. 2870. p?44y3=Cy?, 2876, y=z—1. 2877. Yy=1, 
321016 


_ Soluciónes. 

A a : So. Pa y . Ss 
2878. y==2. 2879. y=0. 2880, y == (sen z+-c05 2). 2881. y eq (20r4 23 +1), 
2882. y=e"*4+25—2. 2883. a) y=x; hb) y=Cz, donde € es arbitraria; 
el” punto (0; 0) es ej punto singular de la: écuación diferoncial.* 


2884. a) y2=x; b) y2=2px; (0, 0) es el punto singular. .2885, a) (2—C)?4- 
ol, b) no kids solución; 0) 224 yd 1; 05) es el punto singular. 


2886. y =e*/U. 2887. y=(Y2a+ V3). 2888. yl=1-—-c “e, 2889. F=Ce". 
Indicación. Pasar a las coordenadas polares. 28%. 3y2—2x=0. 
2891. r= lp. 2892. 12 + (y-—b)2= 52, 2893. . y2+hi615=0, 2894. La, hipérbola 


y?—z2=C o la circunferoncia 124 y2=C2, 2895, y => (4e-2). Indica- 


498 


a .— ». .. — .. * comba 


ción. Partir do que el área es gual a | ydz, y Ja: longitud del arco 


A 


Xx 

| VIFyEdz. 2896. 2=-7+Cy, 2897. y2=4C(C+a—3). 2898. Indica 
0 . 

ción. Aplicar cl hecho de que Ja resultanto do la fuerza do gravedad 
y de la centrifuga es normal a la superficie. Tomando el eje do giro como 
eje OY y designando por w la velocidad angular de la rotación, obtenemos, 
para la sección plana axial de la superficie que se busca, la ecuación 


d 
diferoncial ¿= te, 2899. p==e70.000107% Indicación. La presión 


en cada nivel de la columna vertical de aire se puede considerar coro 
depondiente exclusivamente de las capas que descansan más arriba. Timpléeso 
la loy de Boyle—Mariotto, según la cual, la densidad es proporcional a la 


prosión. La ecuación diferencial buscada es dp=-—kpdh. 2900. ==> kn. 


—E da. 2901. e (p4w) 1 


. e Ed . 9 i 
Indicación. La ccuación es ds = kuw- j 


l 
2902. 7T=a4(7¿—a)e rt, 2903. Dentro de una hora. 2904. (w-=— 100 ($) 


rt. p. m. 2005. En 100 años se desintegra un 4,2% de la cantidad 


. pa 1 11600 
inicial Qy4. Indicación. La ecuación es ==; 0=0s (5 )+%. 


2906. t=35,2 seg. Indicación. La ccuación es n(h3-—2h)dh= 


1 1 : : 
= M1 (57) vdt. 2907. 537 - Indicación. Ja ecuación 0s dQ= —0Q dh, 


h 
li 
Q=0Q0 (3) >. 2908, v — Y as cuando ¿-—>oo(k% es ol coeficiento 


de proporcionalidad) Indicación. La ecuación es a = mg — hu?; 


gm / gr ” 
y= in ( 4). 2909. 18,1 kg. Indicación. La ecuación es 


e . R 
dr 1 z AN E E 
> Tala k (5 — 350 ). 2910. i¡= REL TA sen ví — Locos m0) 4 Lose ]. 
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Indicación. La ecuación es Ri+L y =Esen ot. 291. y=zxIln|zx]|+ 


Cc 
+C,2+Cp. 2912. 1409 (c+ +) . 2913. y=In|e2%4+C,|—2-pCo, 
2914. y=C ¡+Calnje]. 2915. y=C¡ 2, 2916. y== YC,:+C>. 


2917. y=(1+ CH lojz+C,|—C 2+C2 2918. (z--C,)=a in son |. 


1 » 1 y 
X= coo O ; rr > Ñ == ——- E o. 1] 
2949. y==>3 (Inl=]24C,In]2]4Cz 2920, 2= | | +0s +0 


1 1 EA 
2921 y=C¡e2 + . 2922. y=t+> do Y Ci--124 Ci arcsen E) +C2. 
E 


2923. y=(Cjt+A)R PCs. 202%. y=(C a —Cipeór E Ca y= y an+C 

(solución singular). 29253. y=C,r(x—Cp+Coa y= = -4 € (solución sin- 
3 2 

gular). 2926, y = na +3 + Cyiln|x|4+ 924 €3z. 2927. y =son (€, 2)+ 


LC.r+Cz 2928. y=x%4-5t. 2929, y=> (2244). 2930. y=zx+1. 


y 14 Coer, y —Cz 
e as 2 == A se ( a ó 
2931. y=C22 2982, y=C1 poa v=C 2933. z + A 


2034. r=C,— EA . 2935. z=C,y2+ y In y + Ca. 2936. 2y2—4x21=1, 


la, 


: 2—.1 ee —1 1—22 
( = a — = ————— 
2037. fy=x+1. 2938. y Z(e2—1) Z infx] o y= 2 (031) " 
4H mpal. 2930. y=52%. 2940. mn» 2941. — y=2e*. 
3 £ 
2942. x= —y (y+2)*. 2943. y=e*. 2944, y ==] 
—- 3 
2V2 5. 8 3e9x 
= yl e 2946. U=3 ¿32 - 2947. y=soc8ixr. 2948, y=senzx+1. 
z2 41 2 e pi 
2949. => 2950. == yt Y”, 2951. No tiene solución. 2952. y =e*. 


3 
2 2+ci41)2 , 4 EA 
2953. y=21In|2|— +]. 2954. y EA HC, (1-41)? +C€,. La solu- 


ción singular es y=C, 2055. y=-Cy a )1+C3. La solución sin- 
gular es y= ER +C., 2958. y= (Cy +2)44CoH + Cy, 2957. y=C,>+ 


FC y=1e" y= —14+o-% la solución singular os y= “— ; 
32+ 
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2958. Las circunferencias. 2959. (1—C¿)2—Coy?4-C3=0. 2960. La catonaria 
y=ach —_ . Ta circunferencia (x—zp)?--y2=a?. 2961. La parábola 


(r—2z)2=2 y —a?. La  cicloido r—r¿ma(t—sent) y=a(l—cost). 


C H Lo 
2962. e2Y+U2=900 (ar+C¡). 2963. La parábola. 2964. J= qe 4" + 
O +c 
+A? H "+C2 0 y=nach + + Cs, donde HH es la tensión horizontal 
2 
constante y —=t. Indicación. La ecuación diferencial es y 


dl 
e q 1 E (E 2 065 sá , dis a 
=3 de) . 2985. La ecuación del movimiento es 3 


2 
=g (sena —pucosa). La Jey del movimiento es s= E (sen Y — uCcos a). 


m k . ; . 
2066. = In oh (s e). Indicación. La ecuación del movi- 


A dis de y 2 , 
miento es m > mg —k (5) . 2967, Dentro de 6,43 seg. Iudica- 
A . . ; 2 rd 
ción. La ecuación do) movimiento es te a — 105. 2968, a) No; b) si; 


c) sí, d) sí; e) no; f) no; E) no; h) sí. 2969. a) y”-+y=0; b) y”—2y'+y=0; 
c) 12y"—22y + 2y=0; dd) y" —3y" +4y'—2y=0. 2970. y =312—dal4 233, 


1 
2971. y +. (Cy senz=+Cacos 2). Indicación. Emplear la sustitución 
2 
y=yju. 2972. y=C2+Colnzx. 2973. y=4+Bx2+2x8%, 2974, y=-+ 
E , 
= Áz a . Indicación. Las soluciones particulares de la ecuación 


1 , s . 
homogénea son y,=2, Y== . Por ol método de las variaciones de las 


3 

constantes arbitrarias hallamos: (== = A; Co= —F+B. 2975, y = A+ 
+8 sen 4 Ccosz+ ln |secr+tgzx) 4+sen xln|cosz|]—zco3x. 2976, y= 
=(C/e2% A 2977. y =C ¿e 4-Co68%, 2978. y =C ¡+ Coge”. 2979. y=C, 008 2+- 
+ Cy son x. 2980. y =e* (C, cos 2+C, sen 2). 2981. y =e"2% (C,cos 3x + Co, sen 3x). 
2982. y =(C, + Cy0) 07%, 2083, y =e2% (Cye” v2 + Ce”? y2 ). 2984. Si k>0, 


y=C¡eY* +Cy0 AVR, si k< 0, y =C,cos Y —kx + Co sen Y —kzx. 2985. y= 
2 e z vi Vii 

me %(Cje ? + 2). 2986. y =e (6, cos 6 z+C2,sen 5 2). 

2987. y =4e*+qet%. 2988, y=e"*. 2989. y=sen27. 2990. y=1. 2091. y= 


=ach - . 2992. y=0. 2993. y=Csenaz. 2994. a) ze (Ar24 Ba4-C); 
b) Acos 2x4 B sen 2x; c) 4Acos 214 B son 2 + Cx2e2%; d) 0% (A cos 24 B sen 2); 
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e) 0% (424 Bx+ 0) + 2e2% (Dr + E); f) xer [(Ax24 Bx9-C) cos 22 + 
+ (Dx? Ex + F) sen 27]. 2995. y = (C,+4- Cox) ón y (222+4x+3). 2996. y= 


E >> a TT 
=e* (e, cos — ya + Cy sen da ) bird 3x2, 2997. y=(C¡+C€,1)e*+ 
+ 5 ¿2 2998. y= Cyer+ Caer + 2. 2999, y = C¡e*-P Cot ze”. 3000. y= 


= (, cos 24 C¿sen z +5 q sen zx. 3001. y =C,¡e* + Cyetn— E (3 sen 2% + cos 27). 


3002. y =C ¡e 4 C 034 2 (5-3) gx, 3003, y =(C, +32) er+ 
2 
+ cos 4 A e*. 3004. y=C¡+Cge 4 7242 (2008 2 z— sen 22). 


3005. y=e* (C,cos2x+Cosen 22) + z e% sen 21. 3006. y==cos22+ 


+3 (sen z+sen 23). 3007. 1) z=C, cos 0t + Cs son wí + E sen pt; 2) == 


pe 
=C, cos (01-4-Cg son 00 —— 1 cos col. 3008, y=Cyet% 4 Cqed% gel, 3009, y= 
=O + AG BOO. ye? (CHO gr 2). 3011, y=C4+ 
+ Cyert +> 201% x. 3012, y=C/ 4 got nte (3 cos 21 -/- sen 22). 
3013. y=C4CJer4 erp ad Be, 3014. y =€¡+Coe*— cer —x— 22, 


3015. y = (e, + Cox ++ " en e*. 3016. y =(C, cos 3x4 Co sen 31) eX* + 


E 37 (sen 346 cos 32) 4-5. 3017. y =—(C¡+Cor+y 1?) A . 3018, y=C,+ 
2 1 3 
Po TE sen y et 1) E — 


2 
=T, +2: 3020. y =C¡e* + Coe*— e sen z—«aos e. 3021. y =C/e 4 Cgeixr— 
3 a 2742 cos 24). 3022. y=C;y cos 274-Cy sen 2 (3sen 27-F2 cos 21)+ 
Ss 3023. y=e*(C,¡eos 14 Casen r—2zc0s 1). 302. y-= aa 


+2 (r2—ajexr. 3025. y =C,cos 3z -|- €. sen o qa sen z———C0s r+4 


E 
+ q (92 —1)JeBX, 3026. y =C¡e*+Cyet pa 3 (2 — 32) +5 g (Qr?— z) ed, 


3027. y=C MO AA 3028. p(0+óe+ E) ¿2x, 


3029. y = Ce” 3X 4 Ct (2724 2) e ci rr 4 gent 31) e%. 3030. y =€,cosx+ 


ES be 3 ; o. 
+ Cason x-+-¿ cos + sen 2— y co3 92 + 35 sen dz. Indicación. 


Transformar ES producto de cosernos en a de cosenos. 3031. y= 
a a . Laos 
=Cjeo Y rl y rersenaercos a. 3032. y-—C,cosz-LCesonzq4 
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+-c0s z Jus (5+3) ' 3033. y =C,cos + Cy¿sen =-/ sen z-1n tg. 


3034. =(C,+C92) e 4xe*In]x]. 3035, = (0¿+Co2) e*+42x0e*Im/2014. 
3036. qn Cuco Cocoa e peon edi cos + lb [cose 3037. y=C,cosz+ 
+€) 30en I— 1 60S 24sSeA 3 In | sen z|. 3038. a) y =C¡e%4-Coe”*4 (0% 07%) arctg er; 


b) y =Cye* vz + Cae”? 1247 3040. La ecuación del movimiento es 


> necia 
(7) =2-4 (042 (k=1)  T=2a V E seg. 3041. x= 
 Jezon 30100 YE son Ver cm. Indicación. Si z se cuenta a partir 

4 
de Ja posición de reposo de la carga, — 2" 4h (29 + 2—y —!), donde 


rp es Ja distancia desde cl punto de reposo de la carga hasta el punto 
inicial do engauche del resorte, 1 es la longitud del resorte en estado 


de 
de reposo; por lo cual %k(xp9—2¿)=4, por consiguiente, e 
= —k (r—y), donde k=4, g =981 cm?/sog. 3042, m ne =k (b—12)—k (b+); 


2% 2 y E a 
A ——Gd A lt. iS _ a á pa 
z c cos (| y = ). 3043. 6 << =E8; 1 ln (64+ 35). 3044. a) r= 
=>3 (ey gb. hy r= (e _¿70t) Indicación. La ecuación dife- 


2 
rencial dol movimiento es EA — (927, 
3048. y =C,+CUCy* + Cgel?X, 3046. y =C,Coae* + Ege%, 


Xx el ps 
3047. y =C¡e *+4e2 (c, c08 ya x-+ Cy sen ys =) á 
3048. y=C+Ce Oj 2 y 00 AV, 3049. y=e* (C,+ Ca + Caza). 
iS = g* (Cy cos + C., sen zx) E 7% (Ca eos + €, son 2). 
3051. y =(€4 + Cyz) cos 212 4-(C3 -+C,¿7) sen 25. 
Tí 


3052. y =C,+Cg0e *+e 2 (ca cos ya z + C,son Ys =) ¿ 


2 
3053. y = (E, + Cox) ex + (C3 + €,x) e 
3054. y =C¡e9%*4- Caer 024 Egcos ar+C, sen az, 
3055. y=(C¡+pCaaj)e IFR (CAE e UBA 3056. y=C,+Co2+ 
+€3c0sar+ C¿senar. 3007. y=C¡+Cor+(C34C,¿230% 3058. y=(C¡-+ 
+ Cox) cos + (Es C,¿T) 30D 2. 3059. y =e Y (CC +C9g+... +Epx30). 


y? 
3060. y=C,+C,3+ (C3+C, E +) e, 


3061. y=:C,¿+Cox 122% 432345 4 ay (C3+C,x) er. 


sl z) —at—5, 


2 
(4 cos 4x— sen 47). 


3062. y =Cye*+ E C9 Cos alza z -|- Czsen 


3063. y =C,+ Cox 4: Eg Ce Y + 1058 
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3064. y =C oO 4 Co at xd 4 ex (20-45). 


3065. y=Cj0784Cacos=+Coson 2er (5) 
3066, y =C,+Cgcos + Cy poi +03 z ln | cos z | —tg x-sen z + z sen 2. 


A 


3068. y=(0,+C,n22. 3069. y=0 04 E, 


3070. y =€, cos (2 In zx) +- Cy sen (2 In 2). 
3071. y =C,74-Cg184 Caz3, 3072. y =C¿+C2(324-2)—]3 


3073. y = a. 3074, y =C,cos (In zx) 4- C¿sen (In x). 


3067. y =e*2+.8 75(00s Y va + 3 


3075. y =C¡1234 Coty 2. 3076. y=(x4+1)?2[C,+C3 In (241) +(2+1). 
3077. y =z (In 24 In?z). 3078. y =C,cos x4+-Cosenx, z=Cgc03x—Cyscn z. 
3079. y=e"*(C, cos z+-Casen zx), z =+ e% [(C9—2C,) cos z— (Cy, +2C,) sen x]. 
3080. y= (Cs — Ca — A eat, 2 =(C,24 Ca) 2%, 


3 3 
3081. =C,e'+e "5 (c,0os Ls t+ Cgson LL 2), 


A Y ¿— Ca VIFÓ son q e), 


E : NN 2 
2=Csyet+e pu (41A Cos ye ¿4 VE —C% gon 1 1) ¿ 
3082, x=C¡e!+Coe?, y = Cy! 4 Coe?!, ¿= —(C, +C3) E 
3083, y =C4 + Cye 2 (224 2), 2 =Cge9—C/4 q (224). 

3084. y =C,¿+ Cox +2sen =, 2= —2C,¡—C(22 +1)—3 sen r—2cos z, 
3083. y =(€2—2C,—2C 92) e —br+ 14, ¿== (C ¡+ Ca) e + 5x9; 
"E =0 Cs=k, 
y =44 (1 —e7%)—2x (34 4eX), 2= —9(1—e%) +2 (54 4e72). 
3086. x= 108%! —8e3! -—el 4 6:—1; y = —20e2 + 8e31 4 3e* 4-12 +10. 


_2€, _ € (1244 y _ ir. 
3087. y = Ca DN * Ea E 3088*. a) a oa 
b) ln 224-y2= arctg 24 Cy, Y 5 =C¿.c) Indicación. Integrando 
x 
: de dz 

] A 
a ecuación homogónea =p y" hallamos la primera integral 
In Yi + y*= arctg + Ci. Luego, utilizando las propiedados de las pro- 
dz zx dz _ yy z dx +y dy De donde 


porciones derivadas, tenemos — ET 
2 ly vl+y 13+y 
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VAT O 24 + 
+2=0, 224 y?422=6. Indicación. Utilizando las propiedades de las 
proporciones derivadas, tenemos: a = a e : 
de donde dzx+dy-+dz=0 y, por consiguiente, Ey Ón Análogamente 
e q E e e __ £ dz CY Ur api 
y 224 y2422=C€2. Es decir, que las curvas integrales son las circunferen- 


cias z+y+:2=C),, 124 y2+22=Co. De las condiciones iniciales =1, y=1, 
5= —2, tondromos que C,¿=0, C¿=06. 


In z => In (124 y2) + In Ca y, por consiguiente 


(1 y2 
3089. y =C,z1 cy 48 (3 1n2 z —2 1n 2), 
4 Co í « 
Z= 12004 3 + q (3 In z + In z—1). 


q code 
3090. y =C,e* “4 Cre7* V210 cos 1 + C¿senz+e*—2x, 
3 


O E =xV2 (3 E, le 
1= —C;ye — Cue —= 7 008 2—— 2 5en 2— y € + .x. 
Rh 
—— f =—i 
3091, A E ad A y = ¿y (levo son a+mg) (1—e *" )— 
megt a da dv y _ 
e Resolución. me = —kvx; m "7 = —kv, —mg cuando las 


condiciones iniciales som: ipr=yg=0, Y, =p 008%, v,,=vpSena cuando 
t=(0, Integrando, obtenemos: 


k R 


Dy=b cosue Y , ko, -Eme=(koy sen a pmgje "o. 
0 y E 9 g 


; _ Vm ke 242 
: AS 


k 2 ) 
3092. 2= 2% a : =1. AN 
092. z=a cos -— = y , sen Virid mo cea 1 Indica 


: ; d? 
ción. Las ecuaciones diforenciales del movimiento son: m 3 = —kig; 
dy 
ma > — y 


1 A E 
3093. y=-—2--2x—a?, 3094. u=(w+3) ao. 


1 1 1 1 9 21 
: — —» — 2 — 93 —— yd ca, Y 
3095. y y AGA A Ad 


1 4 2 
E AE E E E, E y 
3096. y - gr 779 z +71 37 z 


e E : eZ din 
30. y=24+ 333 TG 00? la serie es convergente cuando —t< 121. 


a) aa) 


, yl q gd ] ; ¡ 
3098. =p 37 ETB la serio cs convergonte cuendo 


—o<r<+o. Indicación. Empléese el procedimiento de los coefi- 
cientes indeterminados. 
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1:47 
9! 


—0< z<+00. 3100. ¡2 2. Indicación, Empléeso el método 


3099. y=i-32 HS zb— 23-+...; la serie es convorgente cuando 


2 4 8 
do los coeficientes indeterminados. 3101, at cl 


la serie es convergente cuando |x|<+o0. Indicación. Empléese el 
mútodo de los coeficientes indeterminados. 


1 2 9 y 59 


3103. u=A cos E son E. lIndicación. Utilizar las condiciones: 
u(0, )=0, u(l, £)=0, u(z, 0)=A sento, 260 o, 
_ Za 4 (Ok+4)at (Ok 4-1) nda 
3104. Tra y MEET ii td y NS EE Indicación. 
kh=0 0 
Utilizar las condiciones: u (0, :)=0, u (1, 1) =0, u (zx, 0)=0, A le 
00 
8h 1 nT _ ARRab o. AN : : E 
3105. u=-=7 2) 77 Sen cos y sen ——. Iadicación. Utilizar 
n=1 


las condiciones: 
2hx 


A 
20 _o,u(, )=0, u(1,1)=0, ulz, 072) ; E 


[* (1-5) para 5 A 


00 
3106. u= $7 Áy, COS CIA sep rt , donde los cocficientes A, = 


n=0 
1 
e2fz Qr+btaz, 8(—i)" E TA 
= | pan q indicación. Utilizar lus 
0 a du (lt, €) _ =  u(x,0) . 
condiciones: u(0, ¿)=0, a u(z, 0=5 + a 
00 ain3n21 


400 


3107. ie > (1—cos nm) sen TUnx 10053 


100 * 
n=1 
zar las condiciones; 4 (0, 1) =0, u (100, 2)--0, u(x, 0) =0,01z (100— 2). 


Indicación. Utili- 


Capitulo X 


3108. a) <1";, <0,0023%; b) <d mm; <¿0,26%; Cc) <1t g; :0,0016%. 
3109. a) <0,05; <0,021%; 9) <_0,0005; <1,45%; 0) <0,005; < 0,16%. 
3110. a) 2 cifras; 48-103 d 49-103, ya que el número está comprendido entre 
47877 y 48845; b) 2 cifras; 15; c) 1 cifra; 6.102, Prácticamente, el rosultado 
doho escribirse en la forma (5,9 + 0,1).102, 3111. al 29,5; b) 1,0-102, c) 43,2. 
3112, a) 84,2; hb) 18,5 Ó 18,47 +-0,01; c) el resultado del cálculo no tieno 
cifras exactas, ya que la diferencia es igual a una centésima y el valor 
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posible del error absoluto también es una centésima. 3113*. 1,8 4+-0,3 cm2- 
Indicación. Utilizar la fórmula del incremento del área del cuadrado. 
3114. a) 30,0+0,2; b) 437 +04; c) 0,3404. 3115. 19,9+0,1 mi 
3116. a) 1,1295 +- 0,0002; b) 0,120 + 0,006, c) ul cociente puede oscilar entre 
48 y 62. Por consiguiente, en la notación del cociente no puede considerarse 
exacta ninguna cifra decimal. 3117. 0,480. La última cifra puede oscilar 
en una unidad. 3118. a) 0,1729; b) 277.103; ec) 2. 3119, (2,05 + 0,01)-103 cm2, 
3120. a) 1,648; b) 4,025 + 0,001; €) 9,006 + 0,003. 3121. 4,01-103 cm, El 
error absoluto ts 6,5 cm?, El orror relativo 0,165%.- 3122. EF catoto os igual 
a 1384-0,2 em: sona =0,4 +0,01; a=26415' +35. 3123. 2,7 +01. 
3124. 0,27 amperios. 3125. La longitud del péndulo debe medirse con exac- 
titud de hasta 0,3 cm; los números xx y q doben tomarso con tres cifras 
(según el principo de las influencias rro 3126. Los radios y la gene- 
ratriz deben medirso con error relativo do 1/300. El número xx debe tomarse 
con tres cifras (según cl principio de las influencias iguales). 3127. La 
magnitud 2 debe medirse con precisión del 0,2% y s, con precisión del 
Do (sogún el principio de las influencias iguales). 
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3130. 


Indicación. Calcular los primeros cinco valores de y y, una vez 
obtenido Atyy=24, repetir este número 24 por toda la columna de las 
cuartas diferencias. Despies de osto, la parto rostante de la tabla se llona 


mediante operaciones suma (avanzando do derecha a izquierda). 
3131. a) 0,211; 0,389; 0,490; 0,660; b) eo: 0,399; 0,491; 0,664. 3132. 0,1822: 


0,1993; 0,2465; 0,2334; 0,2503. 3133. I+z4a2433. 3134. e. La 
_5 


taa 73 *+8: y ==22 cuando =5,5, y=20 cuando z=3,2. Indica- 


ción. Al la z para y=20 tomar yo=11. 3135. El polinomio de inter- 
polación es y=zx*?—10x+4; y=1 cuando z=0. 3136, 1538 kpf (aproximada- 
mente). 3137, a) y(0,5)=-—4; y(2)=11; b) PERA y (2) = —3. 
3138. —1,325. 3139. 1,01. 3140. —1,86; —0,25; 2,11. 3141. 2,09. 3142. 2,45; 
0,019. 3143. e 4, 3144. 2,506. 3145, 0,02. 3146, 0,24. 3147, 1,27. 3148. 
— 1,88; 0,35; 1,53, A 1,84. 3150. 1,31; -——-0,67. 3151. 7,13. 3152, 0,165. 
3153. +4,73 y 0. 3154. 1,72. 3155. 1,38, 3156, 2 =0,83; y w= 0,56; x= —0,83; 
y = —0,56. 3437. z=1,67; y=1,22. 3158. 4,493. 3159. 21,197. 3160, Por la 
fórmula de los trapocios, 11, 625; por la fórmula de Simpson, 11,417. 
3161, -—0,995: —1; 0,005; 0,50 ; A=0,005. 3162. 0,3068; A=1,3-1075. 
3163. 0,69. 3164. 0,79. 3165, 0,84. 3166, 0,28. 3167. 0,10. 3168. 4,61. 3169. 4,85. 
3170. 0,09. 3171. 0,67. 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,93. 3175. 1,29. Indi- 
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ción. Utilizar las ecuaciones paramétricas de la elipse x=c0s!, 
222 sont y transformar la fórmula de la longitud del arco a la forma 


<= 0 
[ 
e 
Do 


T 
2 po 

| Vi—e2 cos? £-dt, donde e es la excentricidad de la elipse. 3176. y, (2)=3 , 
0 


q qx? q3 q? 2x11 15 Ñ ee y? 
=p => ++ 079 Pos 00. 1 (== +1, 


q3 3x2 gt q 372 : 
Yali=- +3 — a pl, Y (2= 3 q + 37144; 24 (2) =32—2, 


po 723 
la (x) — tr 32—2, 23 (1) =—_Gq— tr 312, 3178, Ya (1)=1, Ya(1)= 


e 2 Hp 3179. y(t)==3,36. 3180. y (2)=0,80 
==>  Yalr=2=p +77: . y (1)==3,06. - y (2)=0,80. 


3181. y(1)=3,72 2(1)=2,72, 3182. y=—1,80. 3183. 3,15, 3184. 0,14. 
3185, y (0,5) =3,15; 2(0,5)=-—3,15. 3186. ¡(0,5)=0,55; z (0,5) = —0,18. 
3187. 1,16. 3188. 0,87. 3189, z (m0) =3,58; x* (11) =0,79. 3190. 4294-1739 cos z— 
— 1037 sen x — 6321 cos 2% + 1263 sen 27 — 1242 cos 3z—33 sen 3r. 3191. 6,40— 
— 1,96 cos z + 2,14 son x — 1,68 cos 2x + 0,53 son 2x — 1,13 cos 3x +-0,04 sen 32. 
3192. 0,960+ 0,851 cos 2 -+-0,915 son x4-0,542 cos 21+-0,620 sen 27-0,271 cos 3x-+ 
30,100 sen 3x. 3193. a) 0,608 sen z+-0,076 sen 27 4-0,022sen3x;, b) 0,3384 
+0,414 cos 20,111 cos 27 +- 0,056 cos 3z, 


Ao —Alía 
Bf —Beta 


Ty — Gamma 
Ad— Delta 
Eg— Epsilon 
Z—Dzeta 


Magnitud 


[AS 
“al A a|- aa nja > 3 


Xx 


3,14159 
6,28318 


1,57080 
0,78540 


0,31331 


9,85960 
1,77245 
1,46459 
2,11828 


APENDICES 


I, Alfabeto griego 


TIIn— Eta 

86 — Teta 
Tu — lota 

Kx — Kappa 

AA — Lambda 

Mu — Mu 


lg x 


0,49715 
0,79818 


0,19612 


1,89509 


1,50285 


0,99430 
0,24857 
0,16572 
0,43429 


Nv—Nu 
sE —Xi 


Do — Omicron 


Mr —Pi 
Pp —Ro 


20 —Sigma 


Magnitud 


4 radián 
arc 1” 
g 


Tr — Tau 


Yv —Ypsilon 


Do p —Fi 


Xx —Ji 


Yy—Psi 


Qu —Omega 


ll. Constantes de uso frecuente 


0,36788 
7,38906 
1,64872 
1,39564 
0,43429 
2,30258 


71745" 


0,01745 
3,81 


4,56571 


0,86859 
0,21715 
0,14476 
1,63778 
0.36222 


2,24188 
0,99167 


10 


Il. Valores inversos, potencias, raices y logaritmos 


— | 18 x 
y 100%| (man-| In "x 
t1sa6) 


ye |yre| pz | ya 


1,000 1,000 000 | 3,162 | 1,000 | 2,154 | 4,642 | 0000 [ 0,0000 


e 
5) 


EE 


1,210 4,331 | 1,049 | 3,317 | 1,032 | 2,224 | 4,791 | 0414 | 0,0953 
1,440 1,728 | 1,095 | 3,464 | 1,063 | 2,289 | 4,932 | 0792 | 0,1823 
4,690 2,197 | 1,140 1 3,606 | 1,091 | 2,351 | 5,066 | 1139 | 0,2624 
1,960 2,744 |1,183 | 3,742 | 1,119 | 2,410 + 5,192 | 14641 [0,3365 


e 


Dd Y han 


5) 


2,200 3,375 |1,225 | 3,873 | 1,145. 2,466 | 5,313 | 1761 | 0,4055 


Ed 
«a 


NN E 
A] 


2,100 4,0986 | 1,265 | 4,000 | 1,170 | 2,520 | 5,429 ¡ 2041 | 0,4700 


5) 
Y 


SOS SOS O. 
DO IZ 


9 
6 
,7 [0,588 |— 2,890 4,913 ¡1,304 | 4,123 | 1,193 | 2,571 | 5,540 | 2304 | 0,5306 
,8 10,556 | 3,240 3,832 | 1,342 | 4,243 | 1,216 | 2,621 | 5,646 | 2553 | 0,5878 
,9|0,526 | 3,610 6,839 | 1,378 | 4,359 | 1,239 | 2,668 f 5,749 | 2788 | 0,6419 
¿0 [0,500 | 4,000 8,000 | 1,414 | 4,472 | 1,260 | 2,714 | 5,848 | 3010 | 0,6931 
41 10,476 | 4,410 9,261 | 1,449 ] 4,583 | 1,2851 | 2,759] 5,944 | 3222 0,7419 
2 [0,454 | 4,840 | 10,65 | 1,483 | 4,690. | 1,301 | 2,802 | 6,037 | 3424 | 0,7885 
,3/10,435| 5,290 | 12,17 [1,517 | 4,796 | 1,320 | 2,844 | ,127 | 3617 | 0,8329 
0,417 | 5,760 | 13,82 ¿1,549 | 4,899 ] 1,339 | 2,884 ] 6,214 | 3802 ]| 0,8755 
,5 0,400 | 6,250 | 45,62 | 1,381 | 5,000 | 1,357 | 2,924 [ 6,300 | 3979 J 0,9463 
: 0,385 6,760 | 17,58 | 1,612 | 5,069 | 1,375 | 2,962 | 6,383 | 4150 ] 0,9535 


1,643 | 5,196 | 1,392 | 3,000 | 6,463 | 4314 $0,9933 
1,673 15,292 | 1,409 | 3,037 | 6,542 | 4472 | 1,0296 |' 
1,703 | 5,385 | 1,426 | 3,072 | 6,619 | 4624 |4,0647 | 
1,732 1 5,477 | 1,442 | 3,107 | 6,694 | 4771 | 1,0986 | 
1,764 [5,568 | 1,458 | 3,141 16,768 | 4914 | 4.1314 | 
1,789 15,657 | 1,474 13,175 | 6,840 | 5054 | £,1632 | 


7,200 | 19,68 
0,357 | 7.840 | 21,95 
0,345 | 8,410 | 24,39 


wn: an 
e 
es 
A 


» 


AOS AAA ai 


De NN a O 
e 
2 Cay , 
pu 
NN 
julia, 
O 
In 
nd 
QU 
Eo 
«] 
e] 


1,317 [5,745 | 1,489 | 3,208 | 6.910 | 5185 [ 1,1939 |: 


1,871 | 5,916 | 1,518 | 3,271 17,047 | 5441 | 1,2528 |' 
1,897 f 6,000 | 1,533 | 3,502 | 7,114 | 5563 | 1,2809 
1,924 ] 6,083 | 1,547 | 3,332 | 7,179 | 5682 | 1,3083 ]: 
1,949 [ 0,164 | 1,560 | 3,362 | 7,243 | 5798 | 1,3350 |: 
1,975 | 6,245 | 1.574 | 3,391 [7,306 | 5914 | 1,3610 |. 


o 


5 


49 00 0 UU E Er O 


e YN. S tn 
e 
Nik 

! e] 
GC 
hal 
EJ 
Sr 
cb 
CyT 
e 
Da 
A 


0,303 | 10,89 33,94 : 

0,294 | 11,56 59,30 11,844 | 5,5831 | 1,504 [ 3,240 | 6,980 | 5315 | 1,2238 
4,0 | 0,250 | 16,00 64.00 | 2,000 | 6,325 | 1,587 | 3,420 [| 7,568 | 6021 | 1,3863 |: 
4,1 | 0,244 | 16,81 68,92 | 2,025 | 6,403 | 1,6041 | 3,448 | 7,429 | 6128 | 1,4110 |; 
4.2 [0,238 | 17,64 74,09 |2,049 | 6,481 | 1,613 | 3,476 ] 7,489 | 6232 | £,4351 [. 
4,3 | 0,233 | 15,49 79,51  )2,074 | 6,557 | 1,626 | 3,503 [ 7,548 | 6335 ( 1,4586 
4,4 | 0,227 | 19,36 85,13  / 2,098 | 6,633 | 1,639 | 3,530 | 7,606 | 6435 [ 1,4816 |' 
4,5 (0,222 | 20,25 91,123 | 2,121 | 6,708 ] 1,651 | 3,557 | 7,663 | 6532 | 1,5041 
4,6 (0,217 | 21,16 97,34 12,145 | 6,782 | 1,663 | 3,583 J 7,719 | 6628 | 4,5261 
4,7 0,213 | 22,09 | 103,8 2,168 ] 6,856 | 1,673 | 3,609 [7,775 | 6721 | 1,5476 
4,8 [0,208 | 23,04 | 110,6 2,191 | 6,928 | 1,687 | 3,634 | 7,830 | 6812 | 1,5686 
4,9 | 0,204 | 24,01 $ 117,6 2,214 ] 7,000 | 1,698 | 3,659 | 7,884 | 6902 |] 1,5892 
5,0 ) 0,200 [ 25,00 | 125,0 2,236 | 7,071 [1,710 | 3,684 | 7,937 | 6990 | 1,6094 [ 
5,1 | 0,196 | 26,01 | 132,7 2,258 | 7,141 | 1,721 | 3,708 | 7,990 | 7076 | 1,6292 
5,2 | 0,192 | 27,04 | 140,6 2,280 | 7,211 | 1,732 | 3,733 | 8,041 | 7160 | 1,6487 [ 
5 3 | 0,189 | 28,09 | 148,9 2,302 | 7,280 | 1,744 | 3,756 ] 8,093 | 7243 | 1,6677 | 
5,4 [0,185 | 29,16 | 157,5 2,324 | 7,348 | 1,754 | 3,780 [8,143 | 7324 | 1,6864 


polo ! : 
Oo 0O000DID DOLO 000000009 00 9 200000 1-11 lA 
S>Qr 


9 
5 
9 
> 
5 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 


> 


, 
, 
, 
3 
9 
d 


164 


151 


123 
122 


109 
108 


«e -— > >. »e » s «a -. 
pias 3 
O 
on 


, 100 [100,00 |1000,0 


166,4 
175,6 
185,2 
195,1 


205,4 |: 
-216,0 


227,0 
238,3 
250,0 


-262,1 


274,6 
287,5 
300,8 
344,4 
328,5 
343,0 
357,9 
373,2 
389,0 
405, 

421,9 
439,0 
456,5 
474,6 
493,0 
512,0 
531,4 


2,5310 


NES 


ES 


AL YO 
3838 


NUNNDNyNDNDINONtiOD lo 


V 10% 


Vi 


y 107 


1,765 


150 | 2oss 


Y 100z 
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Continuación 


lg z 
(man- 
tisas) 


7404 
7482 
7599 
7634 
7709 
7782 
7853 
7924 
7993 
8062 
38129 
8195 
8261 
8325 
8338 
8451 
8513 
8913 
3633 
8692 
8751 


In z 


1,7047 
1,7228 
1,7405 
1,7579 
1,7750 
1,7918 
1,8083 


1,8245] - 


1,8405 
1,8563 
1,8718 
1,8871 
1,9021 
1,9169 
1,9315 
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Y, Funclones trigonométricas 


30D Z 


L 
(radianes) 


0., 7854 0,7071 
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Y. Funclones exponenciales, hiperbólicas: y trigonométricas 


th a 


gen z COS Z 
0,0 | 1,0000 | 4,0000 | 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 1,0000 
0,1 | 1,1052 | 0,9048 | 0,1002 | 1,0050 | 0,0997 | 0,0998 | 0,9930 
0,2 | 1,2214 | 0,8187 | 0,2013 | 4,0201 4 0,1974 | 0,1987 | 0,9801 
0,3 | 4,3499 | 0,7408 | 0,3045 | 4,0453 | 0,2913 | 0,2955 | 0,9553 
0,4 | 1,4918 | 0,6703 | 0,4108 | 1,0811 | 0,3799 | 0,3894 | 0,9211 
0,5 | 4,6487 | 0,6065 | 0,5211 | 1,1276 | 0,4621 | 0,4794 | 0,8776 
0,6 | 1,8221 | 0,5488 | 0,6367 | 4,1855 | 0,5370 | 0,5646 | 0,8253 
0,7 | 2,0138 | 0,4966 | 0,7586 | 4,2552 | 0,6044 | 0,6442 | 0,7648 
0,8 | 2,2255 | 0,4493 | 0,8881 | 1,3374 |'0,6640 | 0,7174 | 0,6967 
0,9 | 2,4596] 0,4066 | 1,0265 | 4,4331 | 0,7163 | 0,7833 | 0,6216 | 
1,0 | 2,7183 | 0,3679 | 4,1752 | 1,5434 | 0,7616 | 0,8415 | 0,5403 
1,1 | 3,0042 | 0,3329 | 1,3356 | 4,0685 | 0,8005 | 0,8912 | 0,4536 
1,2 | 3,3201 | 0,3012 | 1,5095 | 4,8107 | 0,8337 | 0,9320 | 0,3624 
1,3 | 3,6693 | 0,2725 | 1,6984 | 1,9709 | 0,8617 | 0,9636 | 0,2675 
14,4 | 4,0552 | 0,2466 | 1,9043 | 2,1509 | 0,8854 | 0,9834 | 0,1700 
1,5 | 4,4817 | 0,2231 | 2,1293 | 2,3524 | 0,9051 | 0,9975 | 0,0707 
1,6 | 4,9530 | 0,2019 | 2,3756 | 2,5775 | 0,9217 | 0,9996 | —0,0292 
1,7 | 5,4739 | 0,1827 |. 2,6456 | 2,8283 | 0,9354 | 0,9917 | —0,1288 
1,8 | 6,0496 | 0,1653 | 2,9422 | 3,1075 j 0,9468 | 0,9738 | —0,2272 
1,9 | 6,6859 | 0,1496 | 3,2682 | 3,4177 | 0,9562 | 0,9463 | —1, 3233 
2,0 | 7,3891 | 0,1353 | 3,6269 | 3,7622 | 0,9640 | 0,9093 | —0,4161 
2,4 | 8,1662 ] 0,1225 | 4,0219 | 4,1443 | 0,9704 | 0,8632 | —0,5048 
2,2 | 9,0250 | 0,1108 | 4,4571 | 4,5679 | 0,9757 | 0,8085 | —0,5885 
2,3 | 9,9742 | 0,1003 | 4,9370 | 5,0372 | 0,9801 | 0,7457 | 0,6663 
2,4 | 11,0232 | 0,0907 | 5,4662 | 5,5569 | 0,9837 | 0,6755 | —0,7374 
2,5 | 12,1825 | 0,0821 | 6,0502 |] 6,1323 | 0,9866 | 0,5985 | —-0,80141 
2,6 | 13,4637 | 0,0743 $ 6,6947 | 6,7690 | 0,9890 | 0,5155 | —0,8569 
2,7 | 14,8797 | 0,0672 | 7,4063 | 7,4735 | 0,9910 | 0,4274 |---0,9041 
2,8 | 16,4446 | 0,0608 | 8,1919 | 8,2527 | 0,9926 | 0,3350 | —0,9422 
2,9 | 18,1741 | 0,0550 | 9,0596 | 9,1146 | 0,9940 | 0,2392 | —0,9710 
3,0 | 20,0855 | 0,0498 | 10,0179 | 10,0677 | 0,9950 | 0,1411 | —0,9900 
3,1 | 22,1979 | 0,0450 | 14,0764 4 11,1215 | 0,9959 | 0,0416 | —0,9091 
3,2 | 24,5325 | 0,0408 ] 12,2459 | 12,2366 | 0,9967 | —0,0584 | —0, 9983 
3,3 | 27,1126 | 0,0369 | 13,5379 | 13,5748 | 0,9973 |--0,1577 | —0,9875 
3,4 ) 29,9641 | 0,0334 | 14,9654 | 14,9987 | 0,9978 | —0,2555 | —0,9568 
3,5 1 33,1454 ] 0,0302 | 16,5426 | 16,5728 | 0,9982 |--0,3508 | 0,9365 


33-1016 


YI, Curvas (para consulta) 


SAA ANNA NA A AT A A RS E NY NET E CITI 


0 


4. Parábola 2. Parábola cúbica 3. Hipérbola equilátera 


y =xt, y=a a 
=>. 


4. Gráfica de la 5. Curva de Agnoesi 
función fraccionaria / 
1 y = E 
Y—=- 2 . + 


Y 
0 X 
6. Parábola (rama suporior) 7. Parábola cúbica 


y= Vi. y = y Z. 


315 


8b. Paráholta semicúbica 


x=t?, 
y? = 1x3 0) 
y =193, 


9. Sinusoido y cosinusoldo 
y Sen z o y=:C08 2. 


10. Tangentoide y contangentuide 
y=tz3x e y=Ctg z, 


33* 


316 


y=S0C 2 A y=COSEC x 


14. Gráfica de las funciones 
y =300 1 O Y =COSCC Z. 


12. Gráfica do las fuuciones trigonométricas inversas 
y =Árcson ze y= Árccos 2. 


917 


q ' E CES 
| y=Arctg z ¿ 


fer == 


FA Ny p,- y =aroctga 
a (At - E) aaa 
-3 -2 1/10 Laa 5) ¿O Es y 
Il — ) A | y=kroctg a 
Es y=Arctg x ¿ | 
E J 71 l 


13. Gráfica de las funcionos trigonométricas inversas 
y=Arctgx e y=ÁArcetg z. 


14, Gráfica de las funciones exponenciales 
y=e* 0 y=e?. 


518 


15. Curva logarítmica 16. Curva de Gauss 
y=)In 2. a 


ARDOANA 
MUDA E 
NA 


17. Gráfica de las funciones hiperbólicas 18. Gráfica de las funciones 


¿Eg hiporbólicas 
y=shk 12 e E ¿7% 
y = th t= ERE e 
y=Cch Pita (catenaria) o 
= = - 2: o ¡fas 
] y =cth x= Ese 


e gr” 


919 


19. Elipse 
Ear Ya 8 z=acost, zx? Bs, r=acht, 
al * po y =b sen t. a2 “2 y=b3h £. 


(para la rama derecha). 


21. Parábola 22. Folium de Descartes 
y?=2px. 234 y9—3azy =0 
p Bat 
MTS 
3a13 


Li=iFp > 
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25. Lemniscata de Bernoul!i 
(224 y2)2= ad (28 y2) o 
r2= a? 003 2q. 


24. Estrofoide 


a z 
12= 22 + k 
1 + 


26. Cicloide 27. Hipocicloide (astroide) 

T=a (1 —sen bp, Ea 2 2 2 

y =a (1 —cos 1) ACA E 
pe y=eseni t 


qa £ 
28. Cardioido 29. Evolvonto (desarrollo) de la circunferencia 
r=a (1 + cos q). . z =a4 (cos t + son t), 
y = «a (sen t—! cos t). 


521 


30. Espiral de Arquímedes 31. Espiral hiporbólica 


r=ap (r ->0). rm (r3>0) 
pro” 


32, Espiral logarítmica 33. Rosa de tres pétalos 
r=e0 r =a son 3q (r > 0). 


34. Rosa de cuatro pétalos 
r=aj|sena 2p!. 
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